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5

Przedmowa

Skrypt Zbiór zada  z mechaniki. Metodyka rozwi za  sk ada si  z trzech cz ci:
statyki, kinematyki i dynamiki. Zawarty w nim materia  jest uzupe nieniem skryptu [3]
oraz zbiorów zada  [7, 8] i przeznaczony jest dla studentów wydzia ów mechanicznych
wy szych uczelni technicznych. Ze skryptu mog  równie  korzysta  studenci innych
wydzia ów.

W skrypcie rozwi zano 127 zada  z uwzgl dnieniem metodyki post powania.
Uk ad skryptu wynika z za o onego przez autorów celu, tzn. pokazania ró nych metod
rozwi zywania tego samego problemu.

Autorzy b d  wdzi czni za uwagi krytyczne dotycz ce zakresu i sposobu przedsta-
wienia problemów zawartych w skrypcie.

Autorzy
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Wst p

Mechanika jest dzia em fizyki zajmuj cym si  prostsz  form  ruchu materii, tj. prze-
mieszczeniami jednych cia  lub ich cz stek wzgl dem drugich oraz przyczynami po-
wstawania tych zjawisk.

Mechanik  ogóln  nazywamy wszystkie te dzia y mechaniki, w których maj  za-
stosowanie prawa Newtona, a w w szym znaczeniu zbiór zagadnie  z mechaniki cia
sztywnych i ich punktowych modeli (punktów materialnych) przystosowanych do po-
trzeb techniki.

Punktem materialnym nazywamy punkt geometryczny, który ma pewn  sko -
czon  mas .

Cia em sztywnym nazywamy takie cia o materialne, w którym wzajemne odle-
g o ci cz stek nie ulegaj  zmianie. Jest to cia o nieodkszta calne. W rzeczywisto ci
wszystkie cia a s  odkszta calne, je eli jednak odkszta cenia s  ma e, mo na je przy
badaniu w a ciwo ci ruchowych cia a pomin  i traktowa  takie cia o jak sztywne.
Sztywne cia o materialne nazywamy bry . Przez stan ruchowy bry y rozumiemy ruch,
tj. zmian  po o enia jednej bry y wzgl dem innych bry , lub spoczynek.

Zmiana stanu ruchowego bry y, czyli przej cie ze spoczynku w ruch lub z ruchu
w spoczynek, oraz zmiana sposobu poruszania si  bry y mog  nast pi  przez oddzia y-
wanie na bry  innymi bry ami.

Tego rodzaju oddzia ywanie jednej bry y na drug  nazywamy si ; na przyk ad ci -
ar cia a jest si , z jak  na to cia o oddzia ywuje kula ziemska. Si  jest równie  od-

dzia ywanie magnesu na kawa ek stali lub przewodnik, w którym p ynie pr d.
Przy oddzia ywaniu wzajemnym wi cej ni  dwóch bry  b dziemy rozpatrywali

uk ad si .
Przekszta caniem oraz równowag  uk adów si  zajmuje si  dzia  mechaniki zwany

statyk . Drugim dzia em mechaniki jest kinematyka.
Kinematyka zajmuje si  badaniem ruchu cia  niezale nie od przyczyn, które go

wywo uj . Przy ruchu cia  wzgl dem siebie odleg o ci mi dzy punktami tych cia  zmie-
niaj  si . Zmiany te okre la si  w stosunku do pewnego uk adu odniesienia (uk adu
wspó rz dnych), który podczas badania ruchu zast puje jedno z cia . Je eli wybrany
uk ad wspó rz dnych przyjmuje si  umownie za nieruchomy, to ruch pozosta ych
w stosunku do tego uk adu odniesienia nazywamy ruchem bezwzgl dnym (absolutnym).
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Kinematyka odró nia si  od geometrii przede wszystkim tym, e przy rozpatrywa-
niu przemieszcze  cia  (lub odpowiadaj cych im geometrycznych modeli: punktu, bry-
y), bierzemy pod uwag  równie  czas przemieszczenia. Dlatego kinematyka nazywana

jest cz sto „geometri  czterech wymiarów”; nazwa „czwarty wymiar” dotyczy czasu.
W mechanice klasycznej czas uwa any jest za ten sam dla dowolnych uk adów

odniesienia, co jest wystarczaj cym dok adnym przybli eniem w stosunku do rzeczy-
wisto ci wtedy, gdy pr dko ci rozpatrywanych ruchów s  ma e w porównaniu z pr d-
ko ci  wiat a.

Za jednostk  czasu przyjmuje si  sekund . Chwili pocz tkowej, któr  mo emy
obiera  dowolnie, przypisujemy warto  równ  zeru, a ka dej nast pnej liczb  t, której
bezwzgl dna warto  równa jest liczbie sekund, jakie up yn y pomi dzy tymi dwiema
chwilami.

Ka de cia o, którego ruch badamy, mo e by  uwa ane za uk ad punktów material-
nych. W kinematyce punkt materialny traktujemy jako punkt w poj ciu geometrycz-
nym, któremu przypisujemy pewn  sko czon  mas .

Je eli odleg o ci pomi dzy punktami uk adu nie zmieniaj  si , to taki uk ad punk-
tów materialnych nazywamy bry  lub cia em sztywnym.

Ruch dowolnego uk adu punktów wzgl dem zadanego uk adu odniesienia b dzie
okre lony, je li b dziemy zna  ruch ka dego punktu wzgl dem tego uk adu odniesienia.

Badanie ruchu uk adu punktów musi by  poprzedzone badaniem ruchu punktu.
Dlatego kinematyk  dzielimy, ze wzgl dów dydaktycznych, na kinematyk  punktu
i kinematyk  bry y.

Trzeci dzia  mechaniki obejmuje analiz  ruchu pod wp ywem dzia ania si  i nazy-
wa si  dynamik .
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. Statyka

. . Uwagi metodyczne dotycz ce rozwi zywania zada
ze statyki

W statyce wyró ni  mo na dwie zasadnicze grupy zada :
1) zadania zwi zane ze stanem równowagi uk adów si ,
2) zadania zwi zane z redukcj  uk adów si .

W grupie pierwszej wyznacza si  si y, najcz ciej nieznane si y reakcji lub inne
wielko ci, np. parametry geometryczne. W grupie drugiej zada  poszukuje si  najpro-
stszych uk adów si  zast puj cych zadane uk ady si , wykorzystuj c w tym celu metody
redukcji. Zarówno w grupie pierwszej, jak i w grupie drugiej stosuje si  metody anali-
tyczne i graficzne, przy czym metody graficzne wykorzystuje si  najcz ciej do roz-
wi zywania p askich uk adów pr towych typu kratownic.

Ze wzgl du na szeroki zakres zastosowa  oraz dok adno  oblicze  powszechnie
wykorzystuje si  analityczne metody rozwi zywania uk adów si .

W przypadku rozwi zywania zada  zwi zanych ze stanem równowagi si  nale y
kierowa  si  nast puj cym tokiem post powania:

– okre li , czy badany uk ad jest uk adem prostym (jedna bry a), czy z o onym
(kilka bry  po czonych ze sob );

– w przypadku uk adu z o onego nale y my lowo rozdzieli  ca y uk ad na uk a-
dy proste (jest to metoda stosowana najcz ciej), pami taj c o przy o eniu do
nich w miejscu rozdzielenia si  wzajemnego oddzia ywania (dwójki zerowe);

– przy o y  wszystkie si y czynne;
– przy o y  wszystkie si y reakcji w zale no ci od rodzaju wi zów wyst puj -

cych w badanym uk adzie;
– zakwalifikowa  otrzymany uk ad albo uk ady si  do odpowiedniej grupy (p a-

ski, przestrzenny, rodkowy, równoleg y);
– przyj  uk ad odniesienia (uk ad wspó rz dnych) najwygodniej dla danego

przypadku, kieruj c si  zasad  otrzymania najprostszego uk adu równa  rów-
nowagi;

– korzystaj c z odpowiedniego warunku równowagi si , u o y  równania równo-
wagi wszystkich si  czynnych i reakcji;
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– rozwi za  równania równowagi i obliczy  szukane wielko ci,
– sprawdzi  wymiary wyznaczonych wielko ci,
– przeprowadzi  dyskusj  nad rozwi zanym zadaniem.
Szczegó owe uwagi metodyczne podano przy rozwi zaniach poszczególnych zada .

.2. P aski rodkowy uk ad si
ZADANIE .2.
Skrzynia o ci arze Q podnoszona jest dwiema linami CAD i BC (rys. 1.2.1). Lina

BC przyczepiona jest w punkcie B do nieruchomej ciany, lina CAD przerzucona jest
przez kr ek A, przy czym obie liny przymocowane s  w punkcie C do ci aru Q. Li-
na BC tworzy z poziomem k t 60o, natomiast cz  AC liny CAD k t α. Wyznaczy  k t
α, przy którym si a S  w linie CAD b dzie najmniejsza, oraz stosunek si  w linach dla
wyznaczonego k ta α.

Rys. .2.

Rozwi zanie
Przy ó my wszystkie si y dzia aj ce na rozwa any uk ad, tzn. si y czynne (w tym

przypadku jest to si a ci ko ci Q  skrzyni) oraz si y reakcji (bierne) pochodz ce od
wi zów. Ze wzgl du na to, e wi zami s  liny (wi zy typu ci gien), si y reakcji dzia aj
wzd u  wi zów. Si y te przy o ono w punkcie C, przez który przechodzi równie
si a Q  (rys. 1.2.1a). Si a S w cz ci AC liny CAD ma t  sam  warto  co si a S , po-
niewa  kr ek A zmienia jedynie kierunek si y, a nie jej warto . Uwolnienie od wi -
zów polega w tym przypadku na wykonaniu my lowych przekrojów przez liny BC i AC
i przy o eniu dwójek zerowych odpowiednio do ka dej z lin (rys. 1.2.1a).

Rozwa ania sprowadzone zosta y w ten sposób do badania si  Q F S, , '  tworz -
cych uk ad rodkowy p aski (rys. 1.2.1b). Szukany k t α oraz stosunek si  

S
F  wyzna-

czono metod  analityczn , wykorzystuj c w tym celu analityczny warunek równowagi
uk adu p askiego rodkowego si .
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Rys. .2. a Rys. .2. b

Przyjmuj c uk ad odniesienia z pocz tkiem na przyk ad w punkcie C, otrzymuje
si  nast puj ce równania równowagi:

,0sin60sin0

,0cos60cos0

1

o

1

o

=−α′+→=

=α′−→=

∑

∑

=

=

QSFP

SFP

n

i
iy

n

i
ix

przy czym S' = S.

W celu obliczenia k ta α, przy którym S = Smin, wyznaczono z równa  równowagi
si  S jako funkcj  α. Po prostych przekszta ceniach otrzymuje si :

.
sincos3 α+α

= QS

Obliczaj c pochodn  ( )
( )2

sincos3

cossin3

α+α

α−α
=

α
Q

d
dS  i przyrównuj c j  do zera, wyzna-

czono α = 30o, dla której to warto ci S = Smin. Dla tej warto ci k ta α z równa  rów-

nowagi wyznaczy  nale y obecnie stosunek si  
S
F

. Z pierwszego równania otrzymuje

si  
α

=
cos

60cos o

F
S . Dla 

3
330o ==α

F
S .

P aski rodkowy uk ad si
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Dla zadanego k ta pochylenia liny BC k t α oraz stosunek 
S
F

nie zale y od wiel-
ko ci podnoszonego ci aru Q. Od wielko ci tego ci aru zale  oczywi cie warto ci

si  S Fi , i w tym przypadku wynosz  one: S Q F Q= =1
2

3
2

, .

ZADANIE .2.2

G adki walec o promieniu r = 0,3 m i ci arze Q = 1000 N opiera si  o g adkie
nieruchome podpory w punktach A i B (rys. 1.2.2). Rozstaw podpór a = 0,4 m, ró nica
wysoko ci mi dzy podporami h = 0,2 m. Obliczy  warto  si  reakcji BA RR i  podpór.

Rys. .2.2 Rys. .2.2a

Rozwi zanie
Walec b dzie oparty o podpory (nie wpadnie pomi dzy podpory), je eli spe niony

b dzie warunek: odleg o  AB < 2r. W tym przypadku

.m6,02m446,02,022 =<==+= rahAB

Przy za o eniu, e podpory s  g adkie, reakcje BA RR i  maj  kierunek prostopad y
do stycznych w punktach A i B i musz  przechodzi  przez rodek O walca (rys. 1.2.2a).
Uk ad si  BA RRQ ,,  jest wi c uk adem rodkowym p askim. Szukane reakcje wyzna-
czy  mo na metod  graficzn  lub analityczn . Metoda graficzna polega na wykorzysta-
niu geometrycznego warunku równowagi uk adu rodkowego si , tzn. sprowadza si
do narysowania w przyj tej skali si  zamkni tego wieloboku si . Przyjmuj c skal  si ,
np. 1 cm = n [N], rozpoczyna si  budow  wieloboku si  od si y Q  (znana jest prosta
dzia ania i warto ) (rys. 1.2.2b).

a
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Rys. .2.2b Rys. .2.2c

Do narysowanej si y Q  dodano wektorowo na przyk ad si  AR , rysuj c jedynie jej
kierunek przez koniec si y Q . Wiedz c, e wielobok si  musi by  zamkni ty, tzn. koniec
si y BR  musi znale  si  w pocz tku si y Q, przez pocz tek si y Q  poprowadzono
kierunek si y BR . Kierunki si  AR  i BR , przecinaj  si  w punkcie K. Mo na teraz zazna-
czy  zwroty wektorów AR  i BR ,  bior c pod uwag , e wielobok si  musi by  zamkni ty
(zgodny obieg zwrotów wszystkich si ). Mierz c d ugo ci otrzymanych si  AR  i BR  oraz
uwzgl dniaj c przyj t  skal  si , otrzymuje si  poszukiwane warto ci reakcji.

W celu analitycznego wyznaczenia szukanych reakcji wykorzystano analityczny
warunek równowagi uk adu p askiego rodkowego si . Przyjmuj c uk ad odniesienia
jak na rysunku 1.2.2c, otrzymano nast puj ce równania równowagi si :

.0cossinsin0

,0sincoscos0

1

1

=γ−β+α→=

=γ+β−α→=

∑

∑

=

=

QRRP

QRRP

n

i
BAiy

n

i
BAix

W równaniach tych, poza nieznanymi reakcjami AR  i BR , wyst puj  równie  nie-
znane k ty α, β, γ, które nale y wyznaczy  dodatkowo. Trójk t OAB jest trójk -

tem równoramiennym i α = β oraz 
2

2
1sinsin,

2
coscos 





−=β=α=β=α

r
AB

r
AB ,

gdzie 22 ahAB += . Z ∆ABC obliczy  mo na k t γ, a mianowicie ,cos
AB
a=γ

AB
h=γsin .

P aski rodkowy uk ad si

[N]
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Uwzgl dniaj c odpowiednie funkcje k tów α, β, γ w równaniach równowagi i rozwi -
zuj c te równania, otrzymano nast puj ce wyra enia na szukane warto ci si  reakcji:

.
)(4)(

)(4

,
)(4)(

)(4

22222

22222

22222

22222

ahrah

ahrhaha
QrR

ahrah

ahrhaha
QrR

B

A

+−+

+−++
=

+−+

+−−+
=

Zale no ci powy sze wi  szukane reakcje z parametrami geometrycznymi ba-
danego uk adu (wymiarami) i si ami czynnymi (si a Q ). Z powy szych zwi zków
wynika, e reakcje b d  mia y sens fizyczny, gdy 0)(4 222 >+− ahr , tzn. gdy

)(2 222 ABahrAB =+< , a wi c, je li spe niony zostanie warunek okre lony na po-
cz tku rozwi zywania zadania w oparciu o analiz  geometrycznych wymiarów uk adu.

Przy zadanych wymiarach geometrycznych cz sto wygodnie jest pos ugiwa  si
zale no ci  pomi dzy szukanymi reakcjami a si ami czynnymi. W tym przypadku
zwi zki te maj  posta :

RA = 0,369 Q,

RB = 0,969 Q.

Uwzgl dniaj c ci ar walca Q = 1000 N ostatecznie otrzymano:

RA = 369 N,

RB = 969 N.

ZADANIE .2.3

Bry a M1 o ci arze Q = 500 N oparta jest w punkcie C o g adk  nieruchom  pod-
por  M2 i w punkcie A o g adk  niewa k  pionow  belk  AB o d ugo ci a + b = 1,2 m,
przy czym a = 2b (rys. 1.2.3). Belka zamocowana jest w przegubie nieprzesuwnym B
i utrzymywana poziom  lin  KL. Obliczy  warto  si  reakcji w punktach B i C oraz
warto  si y S  w linie KL.

Rozwi zanie
Uk ad fizyczny znajduj cy si  w równowadze sk ada si  z dwóch bry . Wi zami

dla tego uk adu s : podpora nieruchoma M2, lina KL i nieprzesuwny przegub B. Reak-
cja w punkcie C dzia a na kierunku prostopad ym do powierzchni bry y M1, reakcja
w punkcie K dzia a na kierunku liny (ci gna), natomiast w punkcie B prosta dzia ania
reakcji jest nieznana ze wzgl du na to, e jest to podpora nieprzesuwna. Nie znaj c
kierunku wszystkich si  dzia aj cych na uk ad, nie mo na u o y  równa  równowagi
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dla takiego uk adu. Badany uk ad jest uk adem z o onym z bry y M1 i belki AB. Uk ad
z o ony jest w równowadze wówczas, gdy jego elementy sk adowe s  równie  w rów-
nowadze. Rozwa my wi c niezale nie równowag  bry y M1 i belki AB. W tym celu na-
le y ca y uk ad podzieli  na cz ci (elementy sk adowe), przyk adaj c do ka dej z nich
wzajemne ich oddzia ywania, tzn. do belki nale y przy o y  si  pochodz c  od bry-
y M1, a do bry y M1 si  oddzia ywania belki. Zgodnie z III prawem Newtona, si y te

tworz  „dwójk  zerow ” i w tym przypadku ich kierunek jest prostopad y w punkcie A
do powierzchni bry y M1. Na rysunku 1.2.3a pokazano si y reakcji wi zów (z wyj t-
kiem przegubu B) oraz si y wzajemnego oddzia ywania pomi dzy bry  M1 a belk  AB
rozdzielonymi lini  1–1. Prost  dzia ania reakcji BR  mo na wyznaczy  zauwa aj c, e
na belk  AB dzia aj  tylko trzy si y, tj. BA RSR i,  o szukanej prostej. Z twierdzenia
o trzech si ach wynika, e taki uk ad jest w równowadze, je eli proste dzia ania si  prze-
cinaj  si  w jednym punkcie. Mo na wyznaczy  wi c punkt M przeci cia si  si  ARS i .

Rys. .2.3 Rys. .2.3a

Przez ten punkt musi przechodzi  prosta dzia ania si y BR , a z drugiej strony musi
ona przej  przez punkt B (podpora). Prowadz c przez te dwa punkty prost , wyznacza
si  prost  dzia ania si y BR  (rys. 1.2.3b).

Maj c wyznaczone kierunki wszystkich si  reakcji, nale y je przy o y  odpowie-
dnio do bry y M1 i belki AB i napisa  równania równowagi niezale nie dla obu bry .
Obci enie obu bry  pokazano na rysunku 1.2.3c.

P aski rodkowy uk ad si
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Rys. .2.3b

Rys. .2.3c
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Dla przyj tego uk adu odniesienia równania równowagi maj  posta :
dla bry y M1

0
2

cos
2

cos0
1

=α−α→=∑
=

n

i
CAix RRP (1)

0
2

sin
2

sin0
1

=α+−α→=∑
=

n

i
CAiy RQRP (2)

dla belki AB

0cos
2

cos0
1

=β−+α→=∑
=

n

i
CAix RSRP (3)

0sin
2

sin0
1

=β+α→=∑
=

n

i
BAiy RRP (4)

W równaniach równowagi wyst puje 5 niewiadomych (RA, RB, RC, S i k t β) i do
ich wyznaczenia konieczne jest pi te równanie. Z ∆MKA i ∆MKB wyznaczono

2
ctg α= aMK  oraz β= ctgbMK , a nast pnie, po porównaniu stronami, otrzymano

2
ctgctg α=β

b
a

(5)

Po rozwi zaniu uk adu równa  (1)–(5) z uwzgl dnieniem warto ci liczbo-
wych otrzymuje si  ostatecznie warto ci szukanych reakcji: RB = 833,3 N; RC = 500 N;
S = 133 N.

ZADANIE .2.4

Rama przegubowa z przegubem C (rys. 1.2.4) zamocowana do pod o a dwoma
nieprzesuwnymi przegubami A i B obci ona jest pionow  si  P = 5000 N. Wyznaczy
warto ci reakcji podpór A i B, je eli ich rozstaw 2l = 4 m, wysoko  ramy h = 1 m oraz
odleg o  od przegubu A do kierunku dzia ania si y P  wynosi a = 1 m. Ci ar ramy
pomin .

Rozwi zanie
Ze wzgl du na to, e przeguby A i B s  nieprzesuwne, nieznane s  kierunki reakcji

tych podpór. Kierunki reakcji mo na wyznaczy , rozdzielaj c w przegubie C  ram  na
dwie niezale ne cz ci i rozpatruj c równowag  ka dej z nich z osobna (rys. 1.2.4a).
Przy roz czeniu obu cz ci w punkcie C nale y pami ta  o przy o eniu do ka dej
z nich si  wzajemnego oddzia ywania (na podstawie III prawa Newtona). Punkt C spe -

P aski rodkowy uk ad si
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nia dla ka dej cz ci rol  przegubu nieprzesuwnego (punkt C nie ma mo liwo ci prze-
mieszczania si ) i w zwi zku z tym nie jest znany kierunek si  wzajemnego oddzia y-
wania w tym punkcie. Na lew  cz  ramy dzia aj  3 si y: P o znanym kierunku
i znanej warto ci, CA RR i  o nieznanych kierunkach. Nie znaj c dwóch kierunków si ,
nie mo na wykorzysta  twierdzenia o trzech si ach do wyznaczenia szukanych kierun-
ków, nie mo na bowiem wyznaczy  punktu przeci cia si  kierunków si .

Rys. .2.4 Rys. .2.4a

Na praw  cz  ramy dzia aj  dwie si y: CB RR i  o nieznanych kierunkach. Mo na
jednak w tym przypadku wyznaczy  te kierunki, wiedz c, e w po o eniu równowagi
dwie si y tworz  „dwójk  zerow ”, a wi c musz  le e  na jednej prostej, musz  mie  te
same warto ci i przeciwne zwroty. Si a  BR  musi przechodzi  przez punkt B, si a CR
przez punkt C i w zwi zku z tym kierunkiem obu tych si  jest kierunek BC (rys. 1.2.4b).

Rys. .2.4b
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Znaj c kierunek si y CR , nanosi si  go na lew  cz  ramy i korzystaj c z twier-
dzenia o trzech si ach, znajduje si  punkt K przeci cia si  kierunków si  PRC i ,
a nast pnie wyznacza si  kierunek reakcji AR , prowadz c prost  przez punkty A i K.
Warto ci liczbowe szukanych reakcji wyznaczono metod  graficzn  i analityczn . Me-
toda graficzna polega na zbudowaniu zamkni tego wieloboku si . Budow  wieloboku
si  rozpoczyna si  od si y P  (znamy kierunek i warto ), a nast pnie przez jej koniec
prowadzi si  kierunek np. si y AR . Wielobok si  zamkni to, prowadz c przez pocz tek
si y P  kierunek si y CR  (rys. 1.2.4c).

Rys. .2.4c

Wyznaczone si y przy o ono do lewej cz ci ramy. Rozk ad si  dzia aj cych na pra-
w  cz  pokazano na rysunku 1.2.4d. Maj c obliczon  si  CR , znamy równie  warto
si y BR , wiedz c, e obie si y tworz  „dwójk  zerow ”. W celu analitycznego wyznacze-
nia warto ci szukanych si  wykorzystano rozk ad si  przedstawiony na rysunku 1.2.4e.

Uk ad si  BA RPR i,  jest uk adem p askim rodkowym. Si y wzajemnego oddzia-
ywania w punkcie C tworz , jak wiadomo, „dwójk  zerow ” i nie b d  uwzgl dniane

w warunku równowagi. W przyj tym uk adzie odniesienia otrzymuje si  nast puj ce
równania równowagi:

0coscos0
1

=β−α→=∑
=

n

i
BAix RRP (1)

0sinsin0
1

=β+−α→=∑
=

n

i
BAiy RPRP (2)

P aski rodkowy uk ad si

[N]
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Z równa  tych wyznaczy  mo na warto  si  BA RR i , je eli znane b d  k ty α
i β. Dodatkowe równania u o y  mo na z zale no ci geometrycznych (rys. 1.2.4e).

Z ∆CC1B wynika

l
h=βtg (3)

Porównuj c wysoko  KK1 w ∆AKK1 i ∆KK1B, otrzymuje si

l
h

a
al ⋅−=α 2tg (4)

Rys. .2.4d Rys. .2.4e

Z równa  (1)–(4) po ich rozwi zaniu otrzymano warto ci szukanych reakcji w po-
staci ogólnej:

( )
,

2
2 2222

hl
halla

PRA
−+

=

.
2

22

hl
lhaPRB

+=

Warto ci liczbowe wynosz : RA = 0,9P = 4500 N, RB = 0,56P = 2800 N.
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.3. Przestrzenny rodkowy uk ad si

ZADANIE .3.
Trzy niewa kie pr ty po czone przegubem D zamocowane s  do poziomej po-

wierzchni przegubami A, B i C (rys. 1.3.1). Uk ad obci ony jest ci arem Q zamoco-
wanym na linie przerzuconej przez kr ek K. Pr t 1 nachylony jest do poziomu pod
k tem α, pr ty 2 i 3 pod k tami β, natomiast p aszczyzna BCD pod k tem γ. Obliczy
warto ci si  reakcji CBA RRR ,, , je eli α = 30o, β = 60o, γ = 45o, Q = 1000 N.

Rozwi zanie
Niewa kie pr ty zamocowane przegubowo pracuj  jak ci gna i w zwi zku z tym

przenosz  jedynie si y dzia aj ce wzd u  osi pr tów. Uwalniaj c uk ad od wi zów zna-
my kierunki wszystkich si  reakcji przegubów A, B i C (rys. 1.3.1a). Si a ′Q  przy o ona
w punkcie D równa jest co do warto ci sile ci ko ci Q cia a Q ze wzgl du na to, e lina
zmienia jedynie kierunek dzia ania si y, a nie jej warto . Si y CBA RRR ,,  przy o one
w punkcie D s  si ami reakcji, tzn. oddzia ywania przegubów na punkt D.

Rys. .3.

Rys. .3. a

Przestrzenny rodkowy uk ad si
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Po drugiej stronie my lowych przekrojów mo na przy o y , na podstawie III pra-
wa Newtona, si y oddzia ywania punktu D na podpory. Uk ad tak przy o onych si  two-
rzy odpowiednio na kierunkach pr tów „dwójki zerowe”. Do rozpatrzenia równowa-
gi punktu D bierze si  pod uwag  jedynie si y dzia aj ce na ten punkt po odrzuceniu
wi zów, tzn. QRRR CBA ′,, , tworz ce przestrzenny rodkowy uk ad si . Korzystaj c
z analitycznego warunku równowagi, dla takiego uk adu napisano równania równowa-
gi w przyj tym uk adzie odniesienia:

,0coscos0
1

=β+β−→=∑
=

n

i
BCix RRP

,0sinsinsinsinsin0

,0cossincossincos0

1

1

=α−γβ+γβ→=

=γβ+γβ+α−′→=

∑

∑

=

=

A
n

i
CBiz

C
n

i
BAiy

RRRP

RRRQP

gdzie Q' = Q.
Rzuty si  CB RR i  na osie y i z otrzymuje si , rzutuj c te si y najpierw na kierun-

ku OD, a nast pnie otrzymane sk adowe na tym kierunku rzutuje si  na odpowiednie
osie; np. rzut si y BR  na o  y otrzymuje si  w sposób pokazany na rysunku 1.3.1b.

Rys. .3. b

Rozwi zuj c uk ad równa  równowagi otrzymano:

.
)(sinsin

sin
2
1

,
)(sin

sin

γ+αβ
α==

γ+α
γ=

QRR

QR

CB

A

Dla danych liczbowych RA = 0,74Q = 740 N, RB = RC = 0,3Q = 300 N.

β
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ZADANIE .3.2

Ci ar Q podwieszony jest na dwóch linach AK i A'K zamocowanych do piono-
wych masztów AB i A'B' (rys. 1.3.2). Maszty utrzymywane s  w po o eniu pionowym pr -
tami AC, AD, A'C' i A'D'. Obliczy  warto ci si  w linach AK i A'K oraz w pr tach AC,
AD, AB, A'C', A'D' i A'B' w po o eniu równowagi uk adu, przyjmuj c, e Q =10 kN,
α = 60o, β = 45o, γ = 30o, δ = 45o, oraz zak adaj c, e wszystkie pr ty zamocowane
s  do pod o a za pomoc  przegubów nieprzesuwnych, jak równie , e pr ty w punk-
tach A i A' po czone s  przegubowo.

Rys. .3.2

Rozwi zanie
Pr ty AC, AB, AD, A'B', A'C' i A'D' podobnie jak w przyk adzie 1.3.1 przenosz

jedynie si y dzia aj ce wzd u  osi tych pr tów. Odrzucaj c wi zy, tj. podpory B, C, D,
B', C', D',  i przyk adaj c w ich miejsce odpowiednie si y reakcji, otrzymuje si  uk ad
si  jak na rysunku 1.3.2a. W miejsce ci aru Q przy o ono si  ci ko ci Q  dzia aj c
wzd u  liny, na której zawieszony jest ten ci ar. Maj c do dyspozycji trzy równa-
nia równowagi dla uk adu rodkowego przestrzennego, nie mo na wyliczy  sze ciu
niewiadomych S1, ..., S6.

Rys. .3.2a

Przestrzenny rodkowy uk ad si
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Wydzielaj c jednak z ca ego uk adu z o onego (rys. 1.3.2a) trzy uk ady proste I,
II, III z w z ami w punktach A, K, A', otrzymuje si  równania równowagi w ilo ci odpo-
wiadaj cej liczbie niewiadomych si . Rozk ad si  dla poszczególnych poduk adów
przedstawiono na rysunku 1.3.2b.

Rys. .3.2b

Uk ady I i III s  uk adami rodkowymi przestrzennymi, natomiast uk ad II jest
uk adem rodkowym p askim. Opisuj c uk ady I i III trzema równaniami równowagi
oraz uk ad II dwoma równaniami równowagi, otrzymuje si  osiem równa  do wyzna-
czenia o miu niewiadomych.

W przyj tym jak na rysunku 1.3.2b uk adzie odniesienia równania maj  poni sz
posta .

Uk ad I
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Uk ad II
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Uk ad III

.0sinsinsinsinsin
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Rozwi zuj c powy szy uk ad równa , otrzymuje si :

,
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,
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1
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)(sinsincos2
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,
tgctg1
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δ+γ
γ=

δγ+γ
=

δ+γβα
δγ==

δ+γ
αδ+δγ=







δγ+

+
γ+α
γα=

γ+αβ
γ==

QS

QS

QSS

QS

QS

QSS

a po podstawieniu danych liczbowych warto ci szukanych si :

S1 = S2 = 6,1 kN, S3 = 11,1 kN, S4 = 17,4 kN, S5 = S6 = S8 = 9 kN, S7 = 7,33 kN.

Uwaga. Rzuty si  6521 ,,, SSSS  na osi y i z przyj tego uk adu odniesienia wyznaczy
mo na kieruj c si  wskazówkami z zadania 1.3.1.

Przestrzenny rodkowy uk ad si
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ZADANIE .3.3

Na bry  K dzia a uk ad si  4321 ,,, PPPP  przecinaj cych si  w punkcie A
(rys. 1.3.3.). Zast pi  ten uk ad jedn  si  równowa n  zadanemu uk adowi.
Dane: OA = h = 2a, P1 = P2 = P3 = P4 = P.

Rys. .3.3

Rozwi zanie
Uk ad si  dzia aj cych na bry  K jest uk adem rodkowym przestrzennym o kie-

runkach przecinaj cych si  w punkcie A. Zast pienie uk adu si  jedn  si  równowa n
mu sprowadza si  do wyznaczenia wypadkowej tego uk adu, przy czym wypadkowa ta



�
�
��
�
�
�

27

musi przechodzi  przez punkt A. Ze wzgl du na to, e si a wypadkowa jest równa geo-
metrycznej sumie wszystkich si  uk adu, jej rzut na dan  o  jest równy sumie rzutów na
t  o  wszystkich si  tego uk adu. Otrzymuje si  wi c:

.sinsinsinsin

,coscos

,coscos

4
1

321

1
24

1
31

α+α+α+α==

α+α−==

α+α−==

∑
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PPPPPW

PPPW

PPPW

n

i
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n

i
iyy

n

i
ixx

Uwzgl dniaj c dane, obliczono

Wx = 0, Wy = 0, Wz = 4P sin α

oraz

.sin4222 α=++= PWWWW zyx

W tym przypadku warto  wypadkowej równa jest warto ci Wz, co mo na by o
stwierdzi  po obliczeniu rzutów wypadkowej. Na podstawie obliczonych rzutów mo -
na równie  stwierdzi , e kierunek wypadkowej pokrywa si  z kierunkiem osi z i zwrot
jej jest zgodny ze zwrotem osi z.

Kierunek wypadkowej mo na równie  okre li , obliczaj c k ty, jakie zawiera
ona z kierunkami poszczególnych osi uk adu odniesienia. Oznaczaj c odpowiednio
przez αl, α2, α3 k ty zawarte pomi dzy kierunkiem wypadkowej z osiami x, y, z, otrzy-
muje si :

.01cos

,
2

0cos

,
2

0cos

33

22

11

=α→==α

π=α→==α

π=α→==α

W
W

W
W

W
W

z

y

x

Przestrzenny rodkowy uk ad si
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Jak wida , wypadkowa le y na kierunku osi z i ma zgodny z ni  zwrot. Tak wi c
zamiast si  4321 ,,, PPPP  mo na przy o y  do bry y K jedn  si  W  jak na rysunku
1.3.3a.

Warto  si y wypadkowej obliczy  mo na po wyznaczeniu k ta α. Z ∆AOB1
(rys. 1.3.3) wynika:

.

2
2

4i

2
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h
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
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

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





+

==α

Rys. .3.3a

Uwzgl dniaj c dane, otrzymano W P= 8
3

2.

Uwaga. Proponuje si  wykona  obliczenia dla danych P1 = 2P, P2 = P3 = P4 = P.
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.4. P aski dowolny uk ad si

ZADANIE .4.

Pozioma belka jednorodna AB o ci arze Q (rys. 1.4.1.) zamocowana jest w punk-
cie A przegubowo (przegub nieprzesuwny), a w punkcie C za pomoc  przegubu prze-
suwnego pod k tem α do poziomu. Belka obci ona jest w punkcie B si  P  o warto ci

QP 3= , tworz c  z kierunkiem pionowym k t β.
Wyznaczy  warto  reakcji podpór w po o eniu równowagi, je eli:

.30,60,
4
1i

4
3 oo =β=α== ABCBABAC

Rozwi zanie
Na belk  dzia aj  si y czynne QP i  oraz si y reakcji AR  w punkcie A i CR  w punk-

cie C. Ze wzgl du na to, e przegub A jest przegubem nieprzesuwnym, nieznana
jest prosta dzia ania reakcji AR , natomiast w punkcie C prosta dzia ania reakcji CR  jest
prostopad a do kierunku mo liwego przesuni cia.

Rys. .4.

Reakcj  AR  wyznaczy  mo na, obliczaj c dwie jej sk adowe wzajemnie prosto-
pad e zgodnie z przyj tym uk adem odniesienia. Belk  AB po uwolnieniu od wi zów
przedstawiono na rysunku 1.4.1a.

P aski dowolny uk ad si
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Rys. .4. a

Si y czynne i reakcje dzia aj ce na belk  tworz  uk ad p aski dowolny si , dla
którego analityczny warunek równowagi daje trzy równania równowagi:

,0coscos0

,0sinsin0

1

1

=β−α+−→=

=β+α+−→=

∑
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( ) .0coscos
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1
=β⋅−α+⋅−→=∑

=
PABRQABM

n

i
CAi

Biegun, wzgl dem którego obliczana jest algebraiczna suma momentów wszyst-
kich si , przyj  mo na dowolnie, lecz ze wzgl dów obliczeniowych wygodnie jest
obra  go w punkcie przeci cia si  najwi kszej liczby nieznanych si , tzn. w tym przy-
padku w punkcie A lub C. Rozwi zuj c uk ad równa  równowagi, otrzymuje si

.
3

16,
6
1,3

6
19 QRQRQR CAyAx =−==

Znak „–” przy RAy oznacza, e b dnie za o ono zwrot si y AyR i e w rzeczywisto-
ci dzia a ona zwrócona przeciwnie do zwrotu osi y przyj tego uk adu odniesienia. Ca -

kowit  warto  reakcji AR  obliczy  mo na z zale no ci 22
AyAxA RRR += , a kierunek

okre laj c k t, jaki tworzy ona z osi  x – z zale no ci .),(cos
A

Ax
A R

RxR =

ZADANIE .4.2

Kratownica ABC spoczywa na dwóch podporach: przegubie nieprzesuwnym A i prze-
gubie przesuwnym B (rys. 1.4.2). Ci ar kratownicy wynosi Q = 100 000 N. Strona AC
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kratownicy nara ona jest na równomiernie roz o one i prostopad e do AC obci enie
wynikaj ce z parcia wiatru. Wypadkowa tego obci enia ma warto  P = 8000 N. Obli-
czy  warto  reakcji podpór w po o eniu równowagi, je eli AC = CB = a = 6 m, α = 30o.

Rys. .4.2

Rozwi zanie
Po odrzuceniu wi zów (przeguby A i B) na kratownic  dzia aj  si y: ,,, AxRQP

BAy RR i (rys. 1.4.2a). Dla tego uk adu si  warunek analityczny równowagi daje trzy
równania równowagi:
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Rozwi zuj c uk ad równa , otrzymuje si : RAx = 4000 N, RAy = 54 617 N,
RB = 52 311 N i ostatecznie RA = 54 763 N.

Rys. .4.2a

P aski dowolny uk ad si

C

α
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Uwaga. Do obliczania warto ci si  w pr tach kratownicy wystarcza rozwa y  równo-
wag  ka dego w z a (przegubu cz cego pr ty) kratownicy, stosuj c dla poszczegól-
nych w z ów warunki równowagi uk adu rodkowego p askiego si . Przedtem nale y
jednak wyznaczy  si y reakcji podpór A i B.

ZADANIE .4.3

R czny podno nik stacjonarny sk ada si  z dwóch belek, AB i CD, po czonych
przegubem C. Obie belki zamocowane s  w przegubach nieprzesuwnych, odpowie-
dnio A i D (rys. 1.4.3). W punkcie B u o yskowany jest kr ek linowy, przez któ-
ry przerzucona jest lina obci ona ci arem Q. Drugi koniec liny nawini ty jest na
zablokowany b ben K. Obliczy  warto  reakcji podpór A i D w po o eniu równowagi,
maj c d ugo  a i k t α. Tarcie na kr ku linowym oraz wymiary tego kr ka i b bna K
pomin .

Rys. .4.3 Rys. .4.3a

Rozwi zanie
Jako model obliczeniowy przyj  mo na zast pczy schemat podno nika z przy o-

onymi si ami reakcji po odrzuceniu podpór A i D (rys. 1.4.3a).
Uk ad si  dzia aj cych na podno nik zawiera cztery niewiadome ),,,( DyDxAyAx RRRR ,

których nie wyznaczy si , dysponuj c trzema równaniami równowagi dla uk adu
p askiego dowolnego si .
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Celem wyznaczenia szukanych niewiadomych rozpatrzono równowag  belki AB
i belki CD osobno, przy czym rozdzielaj c uk ad na dwa poduk ady I i II, przy o ono
si y wzajemnego oddzia ywania w miejscu, w którym obie belki s  po czone (punkt C,
spe niaj cy rol  przegubu nieprzesuwnego), oraz oddzia ywania liny w punkcie K na
belk  CD i w punkcie B na belk  AB (rys. 1.4.3b).

Rys. .4.3b

P aski dowolny uk ad si
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Utworzenie dwóch poduk adów I i II zwi kszy o liczb  niewiadomych do sze ciu
),,,,,( CyCxDyDxAyAx RRRRRR , ale mo na obecnie u o y  po trzy równania równowa-

gi, odpowiednio dla belki AB (poduk ad I) i CD (poduk ad II), co daje sze  równa  do
wyznaczenia sze ciu niewiadomych.

Poduk ad I
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Poduk ad II

( ) .0220

,0sin0

,0cos0

1

1

1

=⋅−⋅→=

=+α+−→=

=−α+−→=

∑

∑

∑

=

=

=

n

i
DxCxKi

Dy
n

i
Cyiy

n

i
DxCxix

aRaRM

RQRP

RQRP

Po rozwi zaniu powy szego uk adu równa  otrzymuje si :

( )

( )α+=α=

α+=α=

sin2,cos
2
1

,sin1,cos
2
1

QRQR

QRQR

DyDx

AyAx

oraz ., 2222
DyDxDAyAxA RRRRRR +=+=

ZADANIE .4.4

Na bry  o bokach a dzia aj  si y 4321 i,, PPPP  o warto ciach równych P i kierun-
kach pokrywaj cych si  z odpowiednimi bokami bry y (rys. 1.4.4). Jakim prostszym
uk adem si  mo na zast pi  zadany uk ad si .
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Rys. .4.4 Rys. .4.4a

Rozwi zanie
Poszukiwanie uk adu zast puj cego zadany uk ad si  polega na przeprowadzeniu

redukcji uk adu zadanego, w wyniku czego otrzymuje si  równowa ny zadanemu
uk ad si , lecz w znacznie prostszej postaci. Redukcja uk adu si  polega na wyznacze-
niu wektora g ównego gW  i wektora momentu g ównego gM  w przyj tym uk adzie od-
niesienia, w wyniku czego stwierdzi  mo na, do jakiego przypadku redukcji sprowa-
dzony zosta  zadany uk ad si . Obieraj c uk ad odniesienia jak na rysunku 1.4.4a, obli-
czono wspó rz dne wektora g ównego gW  oraz warto  momentu g ównego gM , przyj-
muj c biegun redukcji w punkcie 0:
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∑
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,22
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Otrzymano 22PWg =  i Mg = 0, a wi c wyst pi  przypadek, gdy uk ad si  mo na
zast pi  si  wypadkow  W = Wg, której prosta dzia ania przechodzi przez biegun re-
dukcji. Tak wi c, zadany uk ad si  4321 ,,, PPPP  zast pi  mo na si  wypadkow
o warto ci 22PWg = , której prosta dzia ania przechodzi przez punkt 0 i jest nachylo-
na pod k tem 45o do osi x (rys. 1.4.4b).

P aski dowolny uk ad si

PPPPP ==== 4321
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Identyczny rezultat otrzymuje si , obieraj c biegun redukcji w dowolnym innym
punkcie, np. w punkcie A (rys. 1.4.4a). Poniewa  wektor gW  nie zale y od obioru
bieguna redukcji, ograniczono si  do wyznaczenia momentu g ównego wzgl dem
punktu A

( )∑
=

−=⋅−⋅−==
n

i
Aig PaaPaPMM

1
31 .2

Wynik oblicze : 22PWg =  i PaMg 2|| = , odpowiada przypadkowi redukcji, gdy
uk ad si  zast pi  mo na si  wypadkow  o warto ci W = Wg, przesuni t  wzgl dem

bieguna redukcji o odleg o  
g

g
W
M

d
||

= , tak aby jej moment wzgl dem bieguna redukcji

równy by  momentowi g ównemu co do warto ci i co do znaku. Dla tego przypadku

d = 2
2

, co odpowiada po owie d ugo ci przek tnej kwadratu (rys. 1.4.4c).

Prost  dzia ania wypadkowej mo na równie  wyznaczy , korzystaj c z równania
tej prostej w postaci

,)()( 00 ggxgy MyyWxxW =−−−

gdzie: x0, y0 – wspó rz dne przyj tego bieguna redukcji.

W przypadku przyj cia bieguna redukcji w punkcie 0 otrzymuje si

,022 =−⋅ PyxP

a w przypadku przyj cia bieguna redukcji w punkcie A

( ) ,222 PaPyaxP −=−−

co daje dla obu po o e  bieguna redukcji to samo równanie prostej dzia ania wypadko-
wej y = x i co pokrywa si  z wyznaczonym kierunkiem prostej dzia ania wypadkowej
poprzednimi sposobami (rys. 1.4.4b i 1.4.4c).

Rys. .4.4b Rys. .4.4c
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.5. P aski uk ad si  równoleg ych

ZADANIE .5.

Jednorodny pr t ABC zakrzywiony pod k tem prostym w punkcie B zawieszony
jest na linie pionowej zamocowanej do powierzchni nieruchomej w punkcie D. Znaj c:
γ – ci ar jednostki d ugo ci pr ta, AB = 2b, BC = 2a (a > b), wyznaczy  k t α w po o-
eniu równowagi (rys. 1.5.1).

Rozwi zanie
Po uwolnieniu od wi zów (lina AD) otrzymuje si  uk ad obci ony jak na rysun-

ku 1.5.1a, gdzie: Q1 = 2bγ, Q2 = 2aγ – warto ci si  ci ko ci odcinków pr ta AB i BC,
S– – si a w linie AD.

Rys. .5. Rys. .5. a

Si y czynne i reakcje tworz  w tym przypadku uk ad si  równoleg ych, dla którego
w przyj tym uk adzie odniesienia równania równowagi maj  posta

( ) ( ) .0,0
11

∑∑
==

==
n

i
Ai

n

i
yi MP

Ze wzgl du na to, e wyznaczy  nale y tylko k t α, wystarczy wykorzysta  jedynie
drugie z równa  równowagi, otrzymuj c

( ) .0sin0
1

21∑
=

=⋅−α⋅→=
n

i
Ai hQbQM

P aski uk ad si  równoleg ych

C
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Podstawiaj c Q1= 2bγ, Q2 = 2aγ, h = a cos α – 2b sin α, otrzymuje si

,0cossin)2( 22 =α−α+ aabb
sk d

.
2

tgarc 2

2

abb
a
+

=α

ZADANIE .5.2

Belka AB obci ona jest si ami P1 = 600 N, P2 = 40 N oraz dwiema parami si
dzia aj cych w p aszczy nie si  P P1 2i  o momentach M1 = 400 Nm i M2 = 300 Nm
(rys. 1.5.2). Pomijaj c ci ar belki, wyznaczy  w po o eniu równowagi reakcje podpór
A i C, wiedz c, e a = 2 m, b = 1 m, c = 0,5 m.

Rozwi zanie
Si y zewn trzne dzia aj ce na belk  AB tworz  uk ad si  równoleg ych. Reakcja CR

podpory C (przegub przesuwny) le y na kierunku prostopad ym do kierunku mo liwego
ruchu i jest równoleg a do prostych dzia ania si  21 i PP . Podpora A jest przegubem
nieprzesuwnym, jednak e w tym przypadku znany jest kierunek dzia ania reakcji AR ,
poniewa  wszystkie pozosta e si y (czynne i reakcja CR ) s  do siebie równoleg e,
a wi c i reakcja AR  musi by  do nich równoleg a (rys. 1.5.2a).

Rys. .5.2

Rys. .5.2a
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W przyj tym uk adzie odniesienia, korzystaj c z analitycznego warunku równowa-
gi dla uk adu p askiego si  równoleg ych, otrzymuje si  nast puj ce równania równowagi:

( ) ( ) .00

,00

1
2211

1
21

=++−⋅+⋅−−→=

=−+−→=

∑

∑

=

=
n

i
CAi

n

i
CAiy

McaPaRbPMM

PRPRP

Rozwi zuj c powy szy uk ad równa , po uwzgl dnieniu danych liczbowych,
otrzymano RA = 240 N, RC = 400 N.

ZADANIE .5.3

Most sk ada si  z kratownicy g ównej AB i dwóch kratownic bocznych AC i BD
(rys. 1.5.3). Ci ar jednostki d ugo ci dla cz ci AB wynosi ql = 15 000 N/m, a dla
cz ci AC i BD q2 = 10 000 N/m. Obliczy  reakcje podpór C, E, F, D w po o eniu
równowagi dla przypadku, gdy prz s o FD obci one jest pojazdami wywo uj cymi
obci enie p = 30 000 N/m. Wymiary mostu wynosz : AC = BD = a = 20 m, AE = FB =
= b = 15 m, EF = l = 50 m.

Rys. .5.3

Rozwi zanie
Zast pczy schemat obliczeniowy mostu z uwzgl dnieniem obci e  ci g ych po-

szczególnych jego cz ci z przy o onymi reakcjami podpór C, E, F, D pokazano na
rysunku 1.5.3a.

Rys. .5.3a

Obci enie ci g e q1, q2 i p oraz si y DFEC RRRR i,,  tworz  uk ad si  równole-
g ych, dla którego mo na napisa  dwa równania równowagi, które nie wystarczaj  do ob-

P aski uk ad si  równoleg ych
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liczenia czterech niewiadomych si  reakcji podpór. Jednak e most sk ada si  z trzech cz ci
CA, AB i BD po czonych przegubami w punktach A i B, mo na wi c rozpatrzy  równowa-
g  ka dej z tych cz ci niezale nie, przyk adaj c w miejscach czenia (punkty A i B)
odpowiednie si y wzajemnego oddzia ywania. Otrzymuje si  w ten sposób trzy uk ady I,
II, III z przy o onymi w odpowiednich punktach sze cioma nieznanymi reakcjami

DBFEAC RRRRRR ,,,,,  (rys. 1.5.3b). Dla ka dego z uk adów mo na u o y  po dwa rów-
nania równowagi, otrzymuj c uk ad sze ciu równa  z sze cioma niewiadomymi.

Równania równowagi maj  poni sz  posta .
Uk ad I
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Uk ad III
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Z powy szego uk adu równa , po jego rozwi zaniu, otrzymuje si : RC = 100 000 N,
RE = 542 500 N, RF = 1 607 500 N, RD = 400 000 N.

Rys. .5.3b
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.6. Przestrzenny dowolny uk ad si
ZADANIE .6.
Wa ek zamocowany w o yskach A i B (rys 1.6.1) obci ono si ami P [N] i F [N]

dzia aj cymi w p aszczyznach prostopad ych do osi wa u. Wyznaczy  warto ci reakcji
o ysk A i B oraz warto  si y F  w po o eniu równowagi, je eli znamy: l [m] – d ugo

d wigni wa u, a [m] – rozstaw pomi dzy d wigniami i o yskami, α =  30o, β = 60o.

Rys. .6.

Rys. .6. a

Przestrzenny dowolny uk ad si
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Rozwi zanie
Kierunki reakcji BA RR i  le  w tym przypadku w p aszczyznach prostopad ych

do osi, przy czym nieznane s  ich proste dzia ania. Reakcje obliczy  mo na, wyznacza-
j c ich sk adowe wzajemnie prostopad e zgodnie z przyj tym uk adem odniesienia.
Schemat obliczeniowy wa u z przy o onymi reakcjami podpór ( o ysk A i B) pokazano
na rysunku 1.6.1a.

Z analitycznego warunku równowagi dla uk adu dowolnego przestrzennego si
otrzymuje si  nast puj ce równania równowagi:
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Powy sze równania, a w szczególno ci równanie momentów si  wzgl dem osi x, y, z,
uk ada si  atwiej w oparciu o rysunki pomocnicze 1.6.1b, c, d, przedstawiaj ce wa  od
strony strza ek poszczególnych osi uk adu odniesienia.

Rys. l.6. b
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Algebraiczn  sum  momentów si  wzgl dem osi y mo na policzy  dwoma sposoba-
mi: jako sum  momentów sk adowych si  P Fi , otrzymuj c równanie jak w uk adzie I,
lub jako sum  momentów si , uwzgl dniaj c ramiona d1 i d2 si   P Fi  (rys. 1.6.1.c).

Otrzymuje si  wówczas równanie

,00
1

21 =⋅−⋅→=∑
=

n

i
iy dFdPM

gdzie: d1 = l sin (β – α), d2 = l sin β, równowa ne odpowiedniemu równaniu w uk adzie I.

Rys. .6. c

Rys. .6. d

Przestrzenny dowolny uk ad si



�
�
��
�
�
�

44 STATYKA

Rozwi zuj c uk ad równa  I, otrzymuje si :
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Ujemna warto  reakcji BxR  nie zmienia warto ci reakcji BR , wiadczy jedynie
o przeciwnym  zwrocie tej sk adowej w stosunku do przyj tego na rysunku 1.6.1a uk a-
du odniesienia.

ZADANIE .6.2

Jednorodna p yta o ci arze G zamocowana jest w o ysku kulistym – punkt A,
o ysku przesuwnym – punkt B i utrzymana w po o eniu poziomym lin  CD

(rys. 1.6.2). Prosta dzia ania si y F  zaczepionej w punkcie E jest równoleg a do osi y.
Obliczy  reakcje o ysk oraz si  w linie w po o eniu równowagi, je eli F = 9G [N],
α = 45o. Wymiary jak na rysunku.

Rozwi zanie
Uwalniaj c p yt  od wi zów przy o ono w punkcie A trzy sk adowe reakcji ca ko-

witej, tj. AzAyAx RRR i,  w punkcie B dwie sk adowe BzBx RR i  oraz w miejsce liny CD
w punkcie C si  S  o prostej dzia ania pokrywaj cej si  z kierunkiem liny. P yt  z przy-
o onymi si ami czynnymi i reakcjami przedstawiono na rysunku 1.6.2a.

Do obliczenia niewiadomych si  reakcji wykorzystano analityczny warunek równo-
wagi uk adu dowolnego przestrzennego. Rzuty si y S   na osi x, y, z otrzymano, rzutuj c
je najpierw na p aszczyzn  xy (sk adowa 1S ) i na kierunek pionowy (równoleg y do osi z),
a nast pnie rzutuj c sk adow  poziom  1S  na kierunek równoleg y do osi x i y – rysu-
nek 1.6.2b (s. 46). W przyj tym uk adzie odniesienia moment si y S  wzgl dem osi z jest
równy zeru, poniewa  prosta dzia ania tej si y przecina o  z w punkcie D (rys. 1.6.2a).
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Rys. .6.2

Rys. .6.2a

Przestrzenny dowolny uk ad si
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Rys. .6.2b

Równania równowagi si  maj  nast puj c  posta :

I

0
4
90

0sin
2

0

0
4
9

4
1sin20

0sin0

0coscos0

0sincos0

1

1

1

1

1

1































=−→=

=α−→=

=−+α+⋅−→=

=−α+−→=

=βα−+−→=

=βα−+−→=

∑

∑

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

=

=

n

i
Bxiz

n

i
iy

n

i
Bzix

n

i
BzAziz

n

i
Ayiy

n

i
BxAxix

aRFaM

SaaGM

aRFaSaaGM

GSRRP

SFRP

SRRP



�
�
��
�
�
�

47

Nieznany k t β w równaniach I obliczy  mo na z ∆ ACM (rys. 1.6.2a), przy czym
ze wzgl dów obliczeniowych wygodnie jest wyznaczy  funkcje sinβ i cosβ.
Mamy wi c:
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a
AC
AM

Rozwi zuj c uk ad równa  I z uwzgl dnieniem zwi zków II, otrzymuje si :

( ) [ ] ( ) [ ] [ ],N
2
1,N545

5
1,N540

10
1 GRGRGR AzAyAx =−=−=

[ ] [ ] [ ].N2
2
1,N,N4 === SGRGR BzBx

Ca kowite warto ci reakcji o ysk A i B oraz ich kierunki okre lono ze znanych
zwi zków:

,),(cos

,),(cos

,),(cos,222

A

Az
A

A

Ay
A

A

Ax
AAzAyAxA

R
RRz

R
R

Ry

R
RRxRRRR

=

=

=++=

.),(cos,22

B

Bx
BBzBxB R

RRxRRR =+=

ZADANIE .6.3

Graniastos up obci ono si ami jak na rysunku 1.6.3, przy czym: P1 = 40 N,
P2 = P5 = 10 N, P3 = 15 N, P4 = 5 N, a = 2b = 20 cm, α = 30o. Jakim prostym uk adem
si  mo na zast pi  zadany uk ad si ?

Przestrzenny dowolny uk ad si
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Rys. .6.3

Rozwi zanie
Poszukiwanie prostego uk adu si  zast puj cego uk ad zadany polega na przepro-

wadzeniu redukcji zadanego uk adu si  w przyj tym uk adzie odniesienia. Poszukuje
si  uk adu z o onego z jednej si y i jednej pary si , a nast pnie, w wyniku oblicze ,
otrzymuje si  uk ad si  równowa ny zadanemu i odpowiadaj cy jednemu ze znanych
przypadków redukcji. Obieraj c uk ad odniesienia jak na rysunku 1.6.3, obliczono
wspó rz dne wektora g ównego gW  i momentu g ównego gM , przyjmuj c biegun re-
dukcji w punkcie 0:

I

0sin

N320cos

0

134
5

1

1
5

1

52
5

1



















=α−+==

=α==

=−==

∑

∑

∑

=

=

=

PPPPW

PPW

PPPW

i
izzg

i
iyyg

i
ixxg

Warto  wektora g ównego N.320222 =++= gzgygxg WWWW
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II

.0

0

cmN3200cos

5

1

42
5

1

1
5

1



















==

=⋅−⋅==

⋅−=α⋅⋅−==

∑

∑

∑

=

=

=

i
izzg

i
iyyg

i
ixxg

MM

aPbPMM

bPMM

Warto  momentu g ównego N.3200222 =++= gzgygxg MMMM

K t pomi dzy wektorami gg MW i  obliczono z zale no ci

,0cos =
⋅

⋅+⋅+⋅
=δ

gg

gzgzgygygxgx

WM
WMWMWM

      sk d δ π=
2

.

Wzajemn  prostopad o  wektorów gg MW i  mo na by o w tym przypadku stwier-
dzi , analizuj c ich wspó rz dne obliczone z równa  (I) i (II).

W wyniku redukcji otrzymano uk ad si  z o ony z si y równej gW  i pary si  o mo-
mencie równym gM , odpowiadaj cy przypadkowi, gdy 2,0,0 π=δ≠≠ gg MW  (rys.
1.6.3a).

Rys. .6.3a Rys. .6.3b

Przestrzenny uk ad si  równoleg ych
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Dla takiego przypadku redukcji uk ad zadany si  mo na zast pi  si  wypadkow  W
równ  co do warto ci sile gW  i przesuni t  wzgl dem przyj tego bieguna redukcji o od-

leg o  
g

g
W
M

d = . Obliczaj c cm10
320
3200 ==d , otrzymano ostatecznie uk ad równo-

wa ny zadanemu, z o ony z jednej si y )|||(| gWWW =  zaczepionej w punkcie E (rys.
1.6.3b) i równoleg ej do osi y.

Prost  dzia ania si y W  mo na okre li  w inny sposób ni  podany powy ej, a mia-
nowicie wykorzystuj c równania prostej centralnej w postaci

,
)()(

)()()()(

00

0000

gz

gxgygz

gy

gzgxgy

gx

gygzgx

W
yyWxxWM

W
xxWzzWM

W
zzWyyWM

−−−+
=

=
−−−+

=
−−−+

gdzie: x0, y0, z0 s  wspó rz dnymi bieguna redukcji w przyj tym uk adzie odniesienia.

Podstawiaj c do równania prostej centralnej obliczone wspó rz dne wektorów
Wg Mgi  oraz x0 = y0 = z0 = 0 (biegun redukcji przyj to w punkcie 0), otrzymano rów-
nania prostej dzia ania si y W  w postaci: x = 0, z = 10 cm, co odpowiada wynikowi
redukcji przedstawionemu na rysunku 1.6.3b.

.7. Przestrzenny uk ad si  równoleg ych

ZADANIE .7.

Obliczy  si y nacisku kó  jezdnych d wigu na szyny w przypadku podnoszenia ci -
aru Q = 30 kN w p aszczy nie pionowej równoleg ej do osi szyn. Ci ar d wigu wraz

z przeciwci arem P wynosi G = 100 kN i jest przy o ony w punkcie S (rys. 1.7.1).
D wig wraz z podnoszonym ci arem znajduje si  w po o eniu równowagi. AD =
= DB =  CM = 1 m, CD = 1,5 m, l = 4 m, a = 0,5 m.

Rozwi zanie
Ze wzgl du na rodzaj wi zów dzia aj cych na d wig reakcje w punktach A, B i C

le  na prostych prostopad ych w tych punktach do wi zów – szyn jezdnych. Uk ad si
z przy o onymi si ami reakcji oraz si ami czynnymi pokazano na rysunku 1.7.1a.
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Rys. .7. Rys. .7. a

Si y dzia aj ce na d wig tworz  uk ad przestrzenny o prostych równoleg ych, dla
których z warunku analitycznego równowagi otrzymuje si  trzy równania:

.00

,00

,00

1

1

1

=⋅+⋅−⋅→=

=⋅−⋅−⋅+⋅→==

=−−++→=

∑

∑

∑

=

=

=

n

i
Ciy

n

i
ABix

n

i
CBAiz

MDQCDRMDGM

lQADRDBRaGM

QGRRRP

Podstawiaj c warto ci liczbowe i rozwi zuj c powy szy uk ad równa , otrzymano
warto ci si  reakcji:

.kN
3
143,kN

3
178,kN

3
18 === CBA RRR

Si y nacisku kó  jezdnych na szyny s  równe co do warto ci obliczonym warto-
ciom reakcji w punkach A, B i C i maj  w stosunku do nich przeciwne zwroty.

Przestrzenny uk ad si  równoleg ych
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ZADANIE .7.2

Obliczy  si y dzia aj ce w pr tach podpieraj cych p yt  w kszta cie pó kola o ci -
arze Q. Si a ci ko ci Q  przy o ona jest w osi symetrii w punkcie S w odleg o ci

.
3
4
π

= ra  Pr ty stoj ce na g adkim pod o u zamocowane s  prostopadle do p yty, przy

czym po o enie pr ta B okre la k t α (rys. 1.7.2).

Rys. .7.2

Rys. .7.2a

Rozwi zanie
Si y reakcji w punktach A, B, C g adkiego pod o a dzia aj  wzd u  osi pr tów

i równe s  si om wyst puj cym w pr tach. Po przy o eniu do pr tów si  reakcji oraz si
czynnych otrzymuje si  przestrzenny uk ad si  równoleg ych (rys. 1.7.2a), dla których
u o y  mo na trzy równania równowagi:
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∑
=

=−++→=
n

i
CBAiz QRRRP

1
,00

∑

∑

=

=

=α⋅+⋅+⋅→==

=⋅−α→=

n

i
BCAiy

n

i
Bix

rRrRrRM

aQrRM

1

1

.0cos0

,0sin0

Rozwi zuj c powy szy uk ad równa , otrzymuje si  warto ci si  dzia aj cych
w poszczególnych pr tach

.
sin3
cos12

2
1,

sin3
124,

sin3
cos12

2
1

απ
α+−=

απ
−=

απ
α−−= QQRQQRQQR CBA

ZADANIE .7.3

W którym miejscu ramy ABCD o ci arze G = 500 N nale y ustawi  wci gark
obci on  ci arem Q = 1500 N, aby pr ty utrzymuj ce ram  w po o eniu poziomym
równowagi by y rozci gane i obci one si ami o jednakowych warto ciach. W punkcie
E ramy podwieszony jest dodatkowo ci ar 2G = 1000 N (rys. 1.7.3). Obliczy  ponadto
warto ci si  dzia aj cych w pr tach.

Rys. .7.3

Przestrzenny uk ad si  równoleg ych
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Rozwi zanie
Wci gark  z jej uk adem jezdnym i ram  traktuje si  jako jedn  ca o  (bry )

z wi zami typu ci gien w postaci pr tów AA1, BB1, CC1. Uwalniaj c ten uk ad od wi -
zów, przy o ono do ramy w punktach A, B i C si y reakcji o prostych dzia aniach zgod-
nych z osiami pr tów (rys. 1.7.3a). Uk ad si  czynnych i reakcji jest przestrzennym
uk adem si  równoleg ych, dla którego mo na u o y  trzy równania równowagi. Do
wyznaczenia jest pi  niewiadomych: warto  trzech reakcji CBA RRR ,,  oraz po o enie
punktu podwieszenia si y Q  okre lone dwiema wspó rz dnymi x i y.

Rys. .7.3a

Dodatkowe dwa równania, konieczne do obliczenia pi ciu niewiadomych, otrzymuje
si , wykorzystuj c warunek równo ci si  w pr tach. Odpowiednie równania maj  posta :

,0220

,020

,020

1

1

1

∑

∑

∑

=

=

=

=⋅−⋅+⋅+⋅→==

=⋅+⋅−⋅−→=

=−−−++→=

n

i
Aiy

n

i
Cix

n

i
CBAiz

aRxQaGaGM

aRyQaGM

QGGRRRP

RA = RB,

RA = RC.

Z powy szego uk adu równa  otrzymuje si

.
3
1,,N1000 ayaxRRR CBA =====

Proponuje si  w ramach samodzielnego rozwi zania wyznaczenie innego po o e-
nia wci garki, np. przy za o eniu, e pr t BB1 jest ciskany, pr ty AA1 i CC1 rozci ga-
ne, warto ci si  w pr tach s  jednakowe.
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.8. Tarcie

ZADANIE .8.

Pomi dzy dwiema p ytami AO i BO po czonymi przegubowo umieszczony jest
jednorodny walec o ci arze Q i promieniu r (rys. 1.8.1). W punktach A i B przy o one s
poziome si y o jednakowych warto ciach P i zwrotach przeciwnych. Wspó czynnik tar-
cia walca o p yty wynosi µ. Obliczy  warto  si  P  w po o eniu równowagi uk adu,
je eli odleg o  AB = a i k t AOB = 2α.

Rys. .8.

Rozwi zanie
Je eli uk ad nie b dzie w równowadze, to istnieje mo liwo  przemieszczenia si

walca w dwóch kierunkach. Przy za ma ych warto ciach si  P  walec mo e si  zsun
w kierunku przegubu O, natomiast przy za du ych warto ciach tych si  mo e on zosta
wypchni ty w kierunku do góry. W zwi zku z tym równowaga walca mo liwa jest przy
si ach, których warto ci zmieniaj  si  od pewnej warto ci minimalnej Pmin do pewnej
warto ci maksymalnej Pmax. Wyznaczenie szukanych warto ci si  P  sprowadza si
wi c do obliczenia warto ci granicznych Pmin i Pmax, co jest równoznaczne z wyzna-
czeniem obszaru zmienno ci warto ci si  P  odpowiadaj cemu po o eniu równowagi
uk adu.

Ze wzgl du na to, e rozpatrywany uk ad bry  jest uk adem z o onym, rozdzieli
mo na go na poszczególne cz ci (bry y) i rozwa y  równowag  ka dej z nich z osobna.

Tarcie

2
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Obliczenia przeprowadzono dla dwóch przypadków granicznych równowagi:
) w punktach A i B dzia aj  si y o warto ciach Pmin,

2) w punktach A i B dzia aj  si y o warto ciach Pmax.

Ad )
Na rysunku 1.8.1a pokazano uk ad bry  po ich rozdzieleniu z przy o onymi si ami

czynnymi, reakcjami i si ami wzajemnego oddzia ywania pomi dzy bry ami.

Rys. .8. a

Ze wzgl du na symetri  uk adu (si y tarcia T = T' oraz si y normalne N = N') wy-
starczy rozpatrzy  równowag  bry  I i II. Uk ad si  dzia aj cych na bry  I jest uk adem
dowolnym p askim, dla którego mo na u o y  trzy równania równowagi. W danym
przypadku nie interesuje nas reakcja w przegubie 0 i dlatego wykorzystano z równa
równowagi dla tej bry y jedynie równanie momentów, przyjmuj c biegun w punkcie 0.
Z równa  równowagi dla bry y II wykorzystano tylko równanie rzutów si  na o  y.

W zwi zku z powy szym otrzymano równania:

∑
=

=+⋅−→=
n

i
i NddPM

1
21min0 00 (dla bry y I),

∑
=

=α+α+−→=
n

i
iy NTQP

1
0sin2cos20 (dla bry y II).
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Trzecie równanie otrzyma  mo na z zale no ci pomi dzy si  tarcia T i reakcj  normal-
n  N, tj.

T = µN.

Odleg o ci d1 i d2 (ramiona si  NP imin  wzgl dem punktu 0) obliczono w oparciu
o rysunek 1.8.1

.ctg

,ctg
2
1

2

1

α=

α=

rd

ad

Rozwi zuj c powy szy uk ad równa  otrzymano

.
cossinmin a

rQP ⋅
αµ+α

=

Ad 2)

Uk ad si  przy o onych do bry  w tym przypadku pokazano na rysunku 1.8.1b.

Rys. .8. b

Tarcie
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Rozumuj c analogicznie jak w przypadku poprzednim, otrzymuje si :

∑
=

=⋅+⋅−→=
n

i
i dNdPM

1
211max0 00 (dla bry y I),

∑
=

=α+α−−→=
n

i
iy NTQP

1
11 0sin2cos20 (dla bry y II),

.ctg

,ctg
2
1

,

2

1

1

α=

α=

µ=

rd

ad

NT

Rozwi zuj c ten uk ad równa , wyznaczono:

.
cossinmax a

rQP ⋅
αµ−α

=

Obliczone graniczne warto ci si  P  wyznaczaj  zakres zmienno ci warto ci tych
si , przy których uk ad bry  pozostaje w równowadze, tj.

.
cossincossin a

rQP
a
rQ ⋅

αµ−α
≤≤⋅

αµ+α

ZADANIE .8.2

Obliczy  minimaln  rednic  Dmin walców walcarki, przy której mo liwe jest je-
szcze uchwycenie walcowanego materia u, je eli wspó czynnik tarcia mi dzy walca-
mi a materia em walcowanym wynosi µ, a walcowany pr t posiada przekrój prostok t-
ny o pocz tkowej wysoko ci h0 i wysoko ci po walcowaniu h (rys. 1.8.2).

Rozwi zanie
Si y wzajemnego oddzia ywania pomi dzy walcami a materia em walcowanym po-

kazano na rysunku 1.8.2a, gdzie N  s  si ami (normalnymi) docisku, a T  si ami tarcia.
Walcowany pr t b dzie wci gany pomi dzy walce, je eli suma rzutów si  dzia aj cych
na pr t, na kierunku walcowania (kierunek osi x), b dzie wi ksza od zera lub w przy-
padku granicznym równa zeru, tzn.

∑
=

≥α−α→≥
n

i
ix NTP

1
0sin2cos20 (1)
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Z równania tego, po podstawieniu T = µN, otrzymuje si  µ ≥ tg α, wzgl dnie ρ α≥ ,
gdzie ρ = arc tg µ jest k tem tarcia.

Poniewa  α > 0, z nierówno ci (1) wynika tzw. warunek chwytu walców

0>α≥ρ (2)
Minimaln  rednic  Dmin obliczy  mo na z zale no ci geometrycznych

,1

2
1

)(
2
1

2
1

cos
0

D
h

D

hhD ∆−=
−−

=α

gdzie ∆h = h0 – h jest tzw. gniotem bezwzgl dnym. Uwzgl dniaj c zale no  (1) otrzy-
muje si

hD ∆
−µ+

µ+
≥

11

1
2

2
(3)

i ostatecznie minimaln  rednic  walców

)(
11

1
02

2

min hhD −
−µ+

µ+
≥ (4)

Maj c zadan  rednic  walców D, wspó czynnik tarcia µ oraz dany wymiar h
pr ta po walcowaniu, z nierówno ci (3) obliczy  mo na maksymaln  grubo  h0 pr ta,
który przy zadanych parametrach mo e by  uchwycony przez walce.

Rys. .8.2 Rys. .8.2a

Tarcie
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ZADANIE .8.3

Wyznaczy  warto  si y P  potrzebnej do zahamowania obci onego momentem M
ko a o promieniu r dwustronnym hamulcem przedstawionym na rysunku 1.8.3, je eli:
r = 0,5 m, µ = 0,3, M = 360 N ⋅ m.

Rys. .8.3

Rys. .8.3a
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Rozwi zanie
Uk ad hamulcowy przedstawiony na rysunku 1.8.3 jest uk adem z o onym. Rozpa-

trzono stan równowagi tego uk adu, badaj c równowag  jego cz ci sk adowych. Po-
szczególne elementy (bry y) wraz z przy o onymi do nich si ami wzajemnego oddzia y-
wania i obci eniem si ami czynnymi pokazano na rysunku 1.8.3a, przy czym czni-
ki AC i DE traktuje si  jako ci gna. Ponadto reakcje 32 i RR  nie s  si ami oddzia ywania
pomi dzy d wigniami O2B i O2F, lecz oddzia ywaniem zamocowania tych d wigni do
pod o a.

Ze wzgl du na to, e nie interesuj  nas warto ci reakcji BRRRRR i,,, 321  z rów-
na  równowagi wykorzysta  mo na jedynie równania momentów si  dzia aj cych na
poszczególne bry y, odpowiednio wzgl dem punktów O1, O2, O i B, oraz równanie
rzutów si  na o  x dla belki CBD.

Otrzymujemy:

dla belki O1A

∑
=

=α−⋅→=
n

i
Oi aSaNM

1
11)( 0cos20

1
(1)

dla belki O2B

∑
=

=+⋅→=
n

i
BxOi aRaNM

1
2)( 020

2
(2)

dla belki CBD

∑
=

=−α⋅→=
n

i
Bi aSbSM

1
21)( 0cos0 (3)

∑
=

=+α→=
n

i
Bxix RSP

1
1 0cos0 (4)

dla belki O2F

∑
=

=−⋅→=
n

i
Oi bPaSM

1
12)( 030

2
(5)

dla ko a

∑
=

=⋅+⋅+−→=
n

i
Oi rTrTMM

1
12)( 00 (6)

Tarcie
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 W równaniach (1)–(6) wyst puje dziewi  niewiadomych, tj. N1, T1, N2, T2, S1,
S2, RBx, P, α. Brakuj ce równania otrzymano, pisz c zwi zki pomi dzy si ami tarcia
a si ami normalnymi oraz z zale no ci geometrycznych w oparciu o rysunek 1.8.3:

2211 , NTNT µ=µ= (7)

22
cos

ba

a

+
=α (8)

Rozwi zuj c uk ad równa  (1)–(8), wyznaczono .
12 r

MP
µ

=

Otrzymany wynik wiadczy o tym, e przy tak narzuconych wymiarach a i b war-
to  si y P zale y jedynie od warto ci momentu M, wspó czynnika tarcia µ i promie-
nia r, nie zale y natomiast od wymiarów a i b. Podstawiaj c dane liczbowe do wzo-
ru (10), otrzymuje si  ostatecznie P = 200 N.

ZADANIE .8.4

Obliczy  warto  si y P  potrzebnej do zahamowania b bna hamulcem ta mowym
(rys. 1.8.4), je eli znamy: M = 300 Nm, r = 0,5 m, µ = 0,2, l1 = 5l2, l2 = l3.

Rys. .8.4

Rozwi zanie
Rozwa ono w po o eniu równowagi dwa poduk ady, tzn. b ben z ta m  hamulco-

w  i belk  OAB. Oba poduk ady z przy o onymi si ami biernymi i czynnymi pokazane
s  na rysunku 1.8.4a. Podobnie jak w zadaniu poprzednim u o ono odpowiednie rów-
nania równowagi momentów wzgl dem punktów O1 i O, otrzymuj c:

dla b bna

∑
=

=⋅+⋅−→=
n

i
Oi rSrSMM

1
21)( 00

1
(1)

O1

O
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dla belki OAB

∑
=

=+−⋅+⋅→=
n

i
Oi llPlSlSM

1
212132)( 0)(0 (2)

Rys. .8.4a

W równaniach powy szych wyst puj  trzy niewiadome, tj. S1, S2, P, do wyznaczenia
których wykorzystano dodatkowo wzór Eulera na tarcie ci gien

µα= eSS 21 (3)

gdzie µ jest wspó czynnikiem tarcia pomi dzy ta m  a b bnem, a α jest k tem opasania
b bna. W tym przypadku .

2
3 π=α  Rozwi zuj c uk ad równa  (1)–(3), otrzymuje si

,
)()1( 21

32

lle
lel

r
MP

+−
+

⋅= µα

µα

a po uwzgl dnieniu danych liczbowych P = 200 N.

.9. rodki ci ko ci

ZADANIE .9.

Wyznaczy  rodek ci ko ci kratownicy p askiej zbudowanej z jednorodnych pr -
tów o jednakowych i sta ych przekrojach poprzecznych (rys. 1.9.1).

Rys. .9.

rodki ci ko ci
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Rozwi zanie
Pr ty kratownicy oznaczono przez l, 2, 3, ..., 13 oraz przyj to uk ad odniesienia jak

na rysunku 1.9.1a, gdzie przez xi, yi oznaczono wspó rz dne rodka ci ko ci Si i-tego
pr ta kratownicy (i = 1, 2, 3, ..., 13).

Rys. .9. a

Wspó rz dne rodka ci ko ci wyznaczono ze wzorów:

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=
⋅

=
⋅

= 13

1
1

13

1
13

1

13

1

i

i
ii

S

i
i

i
ii

S
l

yl
y

l

xl
x

(1)

gdzie li jest d ugo ci  i-tego pr ta kratownicy.

D ugo  poszczególnych pr tów oraz ich rodki ci ko ci w przyj tym uk adzie
odniesienia wynosz :

,0

,54

,2

,

1

22
642

1312111098

7531

=

=+===

======

====

x

llllll

lllllll

lllll

,3

,2

,

1294

3

1182

lxxx

lx

lxxx

===

=

===

,6

,5

,4

7

13106

5

lx

lxxx

lx

=

===

=
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.0

,

,
2
1

131211

1098

7654321

===

===

=======

yyy

lyyy

lyyyyyyy

Podstawiaj c powy sze warto ci do wzorów (1) otrzymuje si :

.
2
1

222222555

222
2
15

2
1

2
15

2
1

2
15

2
1

2
1

,3
222222555

1062106265545325

2222222222

222222222222

l
lllllllllllll

llllllllll
y

l
lllllllllllll

llllllllllllx

S

S

=
++++++++++++

++++++++
=

=
++++++++++++

+++++++++=

Po o enie rodka ci ko ci o wspó rz dnych lylx SS 2
1,3 ==  mo na by o w tym przypad-

ku przewidzie , uwa nie analizuj c konstrukcj  kratownicy, tj. roz o enie jej pr tów.

ZADANIE .9.2

Obliczy  wspó rz dne rodka ci ko ci pola przekroju z o onego z dwóch jedna-
kowych k towników (rys. 1.9.2) o wymiarach 40 × 40 × 4 mm.

Rys. .9.2

Rozwi zanie
Ze wzgl du na symetri  przekroju przyj to uk ad odniesienia jak na rysunku 1.9.2a

i w zwi zku z tym wspó rz dna xs rodka ci ko ci wynosi: xs = 0. Wspó rz dn  y
obliczono ze wzoru

∑

∑

=

=
⋅

= n

i
i

n

i
ii

S
A

yA
y

1

1 (3)

gdzie Ai jest i-tym polem figury o znanej wspó rz dnej yi jego rodka ci ko ci.

rodki ci ko ci
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W zwi zku z tym dokona  nale y podzia u przekroju na poszczególne powierzch-
nie o regularnych kszta tach i znanych polach oraz wspó rz dnych rodków ci ko ci.
Przyj to trzy sk adowe powierzchnie ca ego przekroju (rys. 1.9.2a), dla których:

A1 = A3 = 36 × 4 = 144 mm2,
A2 = 40 × 8 = 320 mm2,
y1 = y3 = 2 mm,
y2 = 20 mm.

Rys. .9.2a

Korzystaj c ze wzoru (1), obliczono

mm.4,11
144320144

2144203202144 =
++

⋅+⋅+⋅=sy

rodek ci ko ci przekroju le y w punkcie S o wspó rz dnych:
xs = 0,   ys = 11,4 mm.

ZADANIE .9.3
Obliczy  wspó rz dne rodka ci ko ci figury p askiej pokazanej na rysunku 1.9.3.

W figurze wyci te s  dwa otwory: ko owy o promieniu 5 cm i kwadratowy o boku 10 cm.

Rozwi zanie
Zadanie mo na rozwi za , stosuj c metod  podzia u ca ego pola na pola elemen-

tarne, podobnie jak w zadaniu 1.9.2. Wyci te otwory uwzgl dnia si , odejmuj c iloczy-
ny ich pól i rodków ci ko ci oraz powierzchnie otworów we wzorach na wspó rz dne
rodka ci ko ci. Przyj to podzia  na pola elementarne oraz uk ad odniesienia jak na

rysunku 1.9.3a.
Powierzchnie pól elementarnych oraz wspó rz dne ich rodków ci ko ci wyno-

sz  odpowiednio:

A1 = 200 ⋅ 600 = 12 ⋅ 104 mm2,
A2 = 200 ⋅ 300 = 6 ⋅ 104 mm2,

S
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,mm10785,0
4
10 24

4

3 ⋅=⋅π=A

A4 = 100 ⋅ 100 =104 mm2,

x1 = 300 mm, y1 = 100 mm,
x2 = 300 mm, y2 = 200 + 150 = 350 mm,

x3 = 300 mm, y3 = 500 – 100 = 400 mm,
x4 = 600 – 100 = 500 mm, y4 = 100 mm.

Rys. .9.3

Rys. .9.3a

rodki ci ko ci
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Wspó rz dne rodka ci ko ci obliczono ze wzorów:

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=
⋅

=
⋅

= 4

1

4

1
4

1

4

1 ,

i
i

i
ii

S

i
i

i
ii

S
A

yA
y

A

xA
x (1)

Podstawiaj c odpowiednie warto ci do wzorów (1), otrzymano:

.mm178
10)1785,0612(

10)1001400785,0350610012(

,mm7,287
10)1785,0612(

10)5001300785,0300630012(

4

4

4

4

=
⋅−−+

⋅⋅−⋅−⋅+⋅=

=
⋅−−+

⋅⋅−⋅−⋅+⋅=

s

s

y

x

Po o enie rodka ci ko ci pokazane jest na rysunku 1.9.3a

ZADANIE .9.4

Wyznaczy  wspó rz dne rodka ci ko ci jednorodnego pr ta AB wygi tego
w kszta cie uku o promieniu R i k cie rodkowym 2α. (rys. 1.9.4).

Rys. .9.4

Rozwi zanie
W odró nieniu od poprzednich zada  w tym przypadku nie mo na zastosowa

metody podzia u na elementarne odcinki (jak w zadaniu 1.9.1) i wykorzysta  wzory
sumacyjne na wspó rz dne rodka ci ko ci. Wykorzystano wzory ca kowe dotycz ce
linii p askich w postaci:

,,
∫

∫

∫

∫
==

AB

AB
s

AB

AB
s dl

ydl
y

dl

xdl
x

gdzie dl jest d ugo ci  elementarnego uku wydzielonego z uku AB. Ze wzgl du na to,
e uk AB jest w kszta cie wycinka okr gu, wygodnie jest uzale ni  wspó rz dne x i y

oraz dl od k ta ϕ. W przyj tym uk adzie odniesienia jak na rysunku 1.9.4a, ze wzgl du
na symetri  wzgl dem osi y, xs = 0.



�
�
��
�
�
�

69rodki ci ko ci

Uwzgl dniaj c oznaczenia jak na rysunku 1.9.4a, otrzymuje si :

,sin ϕ= Rx

.

,cos

ϕ=

ϕ=

Rddl

Ry

Rys. .9.4a Rys. .9.4b

Otrzymuje si  zatem:

.sin
|

|sin
cos

,0

2

α
α=

ϕ
ϕ

=
ϕ

ϕϕ

=

α
α−

α
α−

α

α−

α

α−

∫

∫ r
R

R

Rd

RdR
y

x

s

s

Wzór na wspó rz dn  ys mo na wykorzysta  do wyznaczenia po o enia rodka
ci ko ci wycinka ko owego o promieniu R i k cie 2α (rys. 1.9.4b).

Wydzielaj c elementarny wycinek o k cie dϕ, mo na traktowa  go jak trójk t, w któ-

rym rodek ci ko ci le y w odleg o ci R
3
2  od rodka ko a (punkt 0). rodki ci ko ci

wszystkich sk adowych elementarnych wycinków b d  wi c le e  na uku o promieniu

R
3
2 . Wspó rz dne rodka ci ko ci wycinka ko owego wynosz

.sin
3
2,0

α
α== Ryx ss
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ZADANIE .9.5

Obliczy  rodek ci ko ci jednorodnej figury p askiej ograniczonej hiperbol
2

4
1 axy =  i prostymi x = a, y = a (rys. 1.9.5).

Rys. .9.5 Rys. .9.5a

Rozwi zanie
Do wyznaczenia rodka ci ko ci wykorzystano wzory ca kowe dla figur p askich:

.,
∫∫

∫∫

∫∫

∫∫
==

A

A
s

A

A
s dxdy

ydxdy
y

dxdy

xdxdy
x

Figura posiada o  symetrii – o  0l (rys. 1.9.5a), a wi c xs = yx, wystarczy wi c
obliczy  tylko jedn  wspó rz dn , np. xs.

Obliczaj c ca ki:

),4ln3(
44

,
32
9

4

2

4

2

44

3

4

2

44

2

2

−=









−==

=









−==

∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫

adx
x

aadydxdxdy

adxaaxdyxdxxdxdy

a

a

a

x
a

a

aA

a

a

a

x
a

a

aA

a nast pnie ,
)4ln3(8

9
−

= axs  otrzymuje si  xs = yx = 0,697a.
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2. Kinematyka

2.1. Uwagi metodyczne dotycz ce rozwi zywania zada
z kinematyki

Kinematyka jest dzia em mechaniki, który zajmuje si  badaniem ruchu cia  bez
uwzgl dnienia przyczyn wywo uj cych ruch. Ruch jest poj ciem wzgl dnym i dlatego
badaj c go, nale y zawsze okre li  uk ad odniesienia wzgl dem którego ruch jest roz-
patrywany. Wyró nia si  dwa zasadnicze uk ady odniesienia: wzgl dny (ruchomy)
i bezwzgl dny, traktowany w danym przypadku jako nieruchomy. Je eli wybrany uk ad
odniesienia przyjmuje si  umownie za nieruchomy, to ruch wzgl dem takiego uk adu
nazywa si  ruchem bezwzgl dnym. W przeciwnym przypadku ruch nazywa si  wzgl d-
nym. Podstawowym celem kinematyki jest opisanie ruchu bry , tzn. takie podanie opisu,
aby mo na by o na tej podstawie okre li  tor, pr dko  i przyspieszenie dowolnego
punktu bry . W kinematyce wykorzystuje si  dwie grupy metod: metody analityczne
i metody graficzne, przy czym metody graficzne stosowane s  do wyznaczania parame-
trów ruchu w okre lonych, chwilowych po o eniach uk adów materialnych. Bry a trak-
towana jest jako zbiór punktów materialnych i w zwi zku z tym badanie ruchu bry
poprzedzone jest badaniem ruchu punktu.

Kinematyk , ze wzgl dów dydaktycznych, dzielimy na kinematyk  punktu i kine-
matyk  bry y.

Do opisania ruchu punktu wykorzystuje si  w przyj tym uk adzie odniesienia
okre lone wspó rz dne, podaj c je w zale no ci od czasu. Otrzymuje si  w ten sposób
kinematyczne równania ruchu punktu b d ce podstaw  do wyznaczenia trajektorii,
pr dko ci i przyspieszenia punktu. W przypadkach szczególnych, tj. w ruchu jednostaj-
nym i jednostajnie zmiennym, mo na korzysta  ze znanych wzorów na przemieszcze-
nie i pr dko  punktu. W innych przypadkach wykorzystuje si  w tym celu rachunek
ró niczkowy i ca kowy.

Opis ruchu bry  zale y od rodzaju ruchu bry . W zale no ci od narzuconych wi -
zów wyró nia si  ruchy proste, np. ruch post powy, i ruchy z o one, np. ruch p aski.
Ka dy z ruchów bry  opisuje si  odpowiednimi dla danego przypadku kinematycznymi
równaniami ruchu odpowiadaj cymi liczbie stopni swobody bry y. Kinematyczne rów-
nania ruchu bry y pozwalaj  na wyznaczenie w przyj tym uk adzie odniesienia równa
ruchu dowolnego punktu bry y, a zatem toru, pr dko ci i przyspieszenia tego punktu.
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Celem wyznaczenia parametrów kinematycznych dowolnego punktu bry y mo na wi c
przyj  nast puj cy tok post powania:

– rozpozna  ruch bry y,
– przyj  uk ad odniesienia,
– wykorzysta  kinematyczne równania ruchu bry y do zapisania równa  ruchu

wybranego punktu,
– wyznaczy  szukane parametry ruchu.
W przypadku zastosowania metod graficznych wykorzystuje si  przede wszyst-

kim wektorowe równania pr dko ci i przyspiesze  w a ciwe dla danego rodzaju ru-
chu bry y, a nast pnie wyznacza si  parametry kinematyczne w chwilowym po o eniu
bry y. Analiza ruchu pod wp ywem dzia ania si  omówiona jest w cz ci dotycz cej
dynamiki ruchu.

2.2. Kinematyka punktu

2.2.1. Wyznaczanie równa  ruchu, pr dko ci, przyspiesze  oraz toru

ZADANIE 2.2.1

Ruch punktu K opisany jest wektorem wodz cym r t i t j= − + −( ) ( ) ;1 1 i j, – wer-
sory p askiego kartezja skiego uk adu odniesienia, r w [m], t w [s]. Wyznaczy  równa-
nie toru, pr dko  i przyspieszenie oraz prawo ruchu po torze.

Rozwi zanie
Pr dko  punktu jest równa

.ji
dt
rdv +−==

Wspó rz dne wektora pr dko ci wynosz : vx = –1 m/s, vy = 1 m/s, a warto  pr d-

ko ci m/s.222 =+= yx vvv
Przyspieszenie punktu jest równe

.02

2
===

dt
rd

dt
vda

Dla wyznaczenia równania toru wykorzysta  mo na wspó rz dne wektora r , tj.
x = 1 – t [m], y = t – 1 [m] (równania sko czone ruchu). Ruguj c z powy szych równa
parametr t (czas), otrzymuje si : y = –x, czyli równanie prostej w uk adzie Oxy, przy
czym torem jest pó prosta dla t ≥ 0 (rys. 2.2.1).
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Rys. 2.2.1

Prawo ruchu po torze otrzyma  mo na wykorzystuj c zale no

,22 dydxds +=  gdzie ,)(i)( dttydydttxdx ==

czyli dx = –dt, dy = dt, a nast pnie rozwi zuj c równanie

dtds 2±=

wraz z warunkami pocz tkowymi ruchu, tj. dla t = t0 = 0, x = x0 = 1 m, y = y0 = –1 m
sk d 22

0
2
00 =+== yxss m.

Dokonuj c odpowiednich oblicze , otrzymano prawo ruchu po torze y = –x w po-
staci )1(2 ts −=  [m].

ZADANIE 2.2.2

Z podanych równa  ruchu punktu wyprowadzi  równanie toru oraz wyznaczy
pr dko  i przyspieszenie w funkcji czasu:

a) x = 2t + 1,   y = t2 – 2t + 3,
b) x = 2t2 – 4t,   y = 0,5t2 – t,   gdzie x, y, w [m], t w [s].

Rozwi zanie
Ad a)
Ruguj c z obu równa  parametr t (czas), otrzymuje si  równanie paraboli

),176(
4
1 2 +−= xxy  przy czym torem punktu jest ga  paraboli, dla t ≥ 0, tj. dla x ≥ 1,

a po o enie pocz tkowe A0 punktu dla t = t0 = 0 okre lone jest wspó rz dnymi x =
= x0 = 1 m, y = y0 = 3 m (rys. 2.2.2).

Kinematyka punktu

A0
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Rys. 2.2.2

Wspó rz dne pr dko ci v  s  równe: ,m/s22,m/s2 +==== tyvxv yx  a wspó rz d-

ne przyspieszenia a:  ax = 0, ay = 2 m/s2. Obliczaj c ,i 2222
yxyx aaavvv +=+=  otrzy-

mano zale no  pr dko ci i przyspieszenia od czasu w postaci: ,m/s222 2 +−= ttv
a = 2 m/s2 (const).

Ad b)
Ruguj c z obu równa  parametr czasu t, otrzymuje si  równanie prostej .

4
1 xy =

Punkt porusza si  po pó prostej dla x ≥ –2 i ,
2
1−≥y co wynika z analizy równa :

2t2 – 4t – x = 0 i 0,5t2 – t – y = 0   dla czasów rzeczywistych.

Obliczaj c wspó rz dne pr dko ci )1(4 −== txvx  m/s, vy = t – 1 m/s, otrzymuje
si  warto  |)1(|5 −= tv  m/s, a nast pnie obliczaj c 4== xax  m/s2 i 1== yay  m/s2,
warto  przyspieszenia 17=a  m/s2.

ZADANIE 2.2.3

Dane s  trzy równania sko czone ruchu punktu:

a) ,1sin2,1cos2 22 






π=






π= tytx

b) ,5,1,2 22 tytx ==

c) .[s]w,[m]w,,5,0, 2 tyxtytx ==

Obliczy  pr dko , przyspieszenie i promie  krzywizny toru dla ].s[
2
1

1 π=t  Wy-
znaczy  tak e równanie toru i prawo ruchu po torze.

3   2

A0

A1 – extremum
3
2
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Rozwi zanie
Ad a)
Obliczaj c ,1cos4,1sin4 22 







ππ==






ππ−== ttyvttxv yx  warto  pr dko ci
wyznaczono z zale no ci

tvvtv yx π=+= 4)( 22  sk d .m/s2)( 1 =tv

Obliczaj c

,1sin21cos4

,1cos21sin4

222

222
















ππ
−







ππ
==
















ππ
+







ππ
−==

tttya

tttxa

y

x

wyznaczono

.m/s42)(i44)( 22
1

42
2 π+

π
=+π

π
= tatta

Promie  krzywizny toru wyznacza si  z zale no ci ,
2

ρ= van  sk d .
2

na
v=ρ  Po-

niewa  ,22
naaa += τ  st d ,22

τ−= aaan  gdzie .m/s4 2
π

==τ dt
dva  Podstawiaj c

obliczone warto ci pr dko ci, przyspieszenia ca kowitego i stycznego, otrzymuje si
ρ(t) = ρ (t1) = 2 m. Równanie toru otrzymano z równa  sko czonych ruchu ruguj c
z nich parametr t. Torem jest okr g  (rys. 2.2.3a) o równaniu x2 + y2 = 4, którego promie
krzywizny w ka dym punkcie równy jest promieniowi okr gu i wynosi 2 m, co jest
zgodne z obliczonym promieniem krzywizny ρ(t). Prawo ruchu po torze wyznacza si
z zale no ci ∫ += ,Cvdts  a zatem ∫ +π=+π= CtCtdts 224   (punkt O1 pokrywa si
z po o eniem pocz tkowym).

Rys. 2.2.3a

Przyjmuj c warunki pocz tkowe: t = 0, s = 0, obliczono sta  ca kowania C = 0,
i prawo ruchu po torze ma ostatecznie posta  m.2 2ts π=

Kinematyka punktu
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Z przeprowadzonych oblicze  wynika, e punkt porusza si  po okr gu ruchem
jednostajnie przyspieszonym.

Ad b)
Dokonuj c oblicze  analogicznie jak w przypadku (a), otrzymano:

,

,m/s5)()(,3,4

,m/s
2
5)(,5)(,3,4

22

22

2
1

2
1

τ−
==ρ

======

π======

aa

v
a
v

tatayaxa

tvttvtyvtxv

n

yx

yx

gdzie ),(im/s5)( 2 taaa
dt

tdva ==== ττ  z czego wynika, e promie  krzywizny ρ = ∞

i punkt porusza si  po torze prostoliniowym. Ruguj c z równa  sko czonych ruchu

parametr t, otrzymuje si  równanie prostej .
4
3 xy =  Torem jest pó prosta odpo-

wiednio dla t ≥ 0, tzn. dla x ≥ 0 i y ≥ 0 (rys. 2.2.3b). Przyjmuj c warunki pocz tkowe

ruchu: t = 0, s = 0, otrzymano prawo ruchu po torze w postaci ,
2
5 2ts =  tak wi c w tym

przypadku punkt porusza si  ruchem jednostajnie przyspieszonym prostoliniowym.

Rys. 2.2.3b

Ad c)
Post puj c identycznie jak w przypadkach (a) i (b), otrzymano:

,

,m/s1)()(,1,0

4
2
1)(,1)(,,1

22

22

2
1

2
1

2

τ−
==ρ

======

π+=+=====

aa

v
a
v

tatayaxa

tvttvtyvxv

n

yx

yx

y =
 0,75x
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gdzie ,m/s
4

)(,
1

)( 2
212 π+

π=
+

== ττ ta
t

t
dt

tdva

m.4)4(
8
1)(,1)1()( 22

1
22 π+π+=ρ++=ρ tttt

Torem jest cz  paraboli y = 0,5x2, (równanie paraboli otrzymuje si  z równa  sko -
czonych ruchu po wyrugowaniu parametru t) dla t ≥ 0, tzn. dla x ≥ 0 i y ≥ 0  (rys. 2.2.3c).

Rys. 2.2.3c

Przyjmuj c warunki pocz tkowe ruchu: t = 0, s = 0, z zale no ci ∫ += ,Cvdts
otrzymano prawo ruchu po torze w postaci

.1ln1
2
1 22 





 ++++= tttts

Ruch punktu w tym przypadku jest ruchem krzywoliniowym niejednostajnie
zmiennym.

ZADANIE 2.2.4
Na rysunku 2.2.4 przedstawiono schemat mechanizmu korbowego o zadanych d u-

go ciach OA = R = 1 m, AC = CB = AB
2
1  = 0,5 m. Maj c dane równanie ruchu korby

OA, ,rad2t=ϕ  obliczy  pr dko  i przyspieszenie punktu C cznika oraz punktu B su-

waka w chwili .s
81
π=t

Rys. 2.2.4

Kinematyka punktu
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Rozwi zanie
Równania sko czone ruchu punktu C otrzymano, obliczaj c wspó rz dne xc i yc

(trójk t OAB jest trójk tem równoramiennym w ka dym po o eniu mechanizmu):

).2(sin
2
1sinsin

),2(cos
2
3coscos

tRACOAy

tRACOAx

C

C

=ϕ−ϕ=

=ϕ+ϕ=

Wspó rz dne pr dko ci oraz warto  pr dko ci punktu C wynosz :

.m/s5)(,1)2(sin8

),2(cos

),2(sin3

1
222 =+=+=

==

−==

tvtRyxv

tRyv

tRxv

CCCc

Cy

Cx

Wspó rz dne przyspieszenia oraz warto  przyspieszenia punktu C wynosz

m/s.52)(,1)2(cos82

),2(sin2

),2(cos6

1
222 =+=+=

−==

−==

tatRyxa

tRya

tRxa

CCCC

Cy

Cx

Rys. 2.2.4a

Torem punktu C jest elipsa (rys. 2.2.4a) opisana równaniem

,1

2
1

2
3 2

2

2

2
=








+






 R

y

R

x
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otrzymanym z równa  sko czonych ruchu po wyrugowaniu parametru t. Po o enie po-
cz tkowe punktu C na torze odpowiada chwili t0 = 0 i jest okre lone wspó rz dnymi

.2
4
3)(za,0)0(,

2
3)0( 1 RtxyRx CCC ===

Promie  krzywizny toru w chwili t0 = 0 jest równy R
6
1

0 =ρ  i jest mniejszy od pó osi

elipsy równej .
2
3 R  Otrzymamy go ze wzoru .

22

2

va

v

−
=ρ

Obliczaj c pr dko  i przyspieszenie punktu B, otrzymuje si :

.m/s24)(,m/s22)(

,2cos8,2sin4

,2
4
1)(,2cos2

2
11

1

−=−=

−==−==

==

tatv

tRaatRvv

RtxtRx

BB

BxBBxB

BB

Znaki ujemne oznaczaj , e w chwili t1 zwroty pr dko ci i przyspieszenia s  prze-
ciwne do zwrotu osi x (w rzeczywisto ci s  to wspó rz dne tych wektorów na osi x).

ZADANIE 2.2.5

Korba OA p askiego mechanizmu (rys 2.2.5) porusza si  zgodnie z równaniem
ϕ = kt rad, k = const > 0 w rad/s, t w [s]. Wyznaczy  pr dko  i przyspieszenie punktu C
oraz równanie jego toru, je eli OA = OB = R, AC = l, l > 2R.

Rys. 2.2.5

Kinematyka punktu
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Rozwi zanie
Przyjmuj c uk ad odniesienia jak na rysunku 2.2.5a, obliczono wspó rz dne punk-

tu C, a nast pnie po ich zró niczkowaniu pr dko  i przyspieszenie.

Rys. 2.2.5a

,
2

cossin,
2

sincos ϕ−ϕ=ϕ+ϕ= ACOAyACOAx CC
tj.:

,)(cos
2
1sin

4
1

,
2
1sin

4
1

,
2
1sin

2
1)(cos

,)(sin
2
1cos

2
1

,
2
1cos)(sin

,
2
1sin)(cos

2

2222









+





−==






−+=+=














+==









−





==






−=






+=

ktRktlkxa

ktRlRlkvvv

ktlktRkyv

ktRktlkxv

ktlktRy

ktlktRx

Cx

yx

Cy

Cx

C

C

.
2
1sin

2
1

16
1

,)(sin
2
1cos

4
1

22222

2






−+=+=









−





==

ktRlRlkyxa

ktR
kt

lkya

CCy

Cy
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Korzystaj c z zale no ci [ ] ,1)(sin)(cosi)(cos1
2
1

2
1cos 222 =++=





 ktktktkt  po

wyrugowaniu parametru t z równa  sko czonych ruchu punktu C, otrzymuje si  rów-
nanie toru tego punktu

( )[ ] .0)(4)4()()4( 222222222222 =−+−−+−−−−−+ lyRxlRRylRxRlRxy y

ZADANIE 2.2.6

Dany jest schemat kinematyczny nap du jarzmowego suportu strugarki (rys.
2.2.6), do którego w punkcie N mocowany jest nó  strugarki. Suport wykonuje ruch
poziomy, natomiast jarzmo BC ruch wahad owy na skutek obrotowego ruchu korby OA
po czonej suwliwie z jarzmem A.

Obliczy  pr dko  i przyspieszenie no a, je eli OC = l, OA = r, BC = R i pr dko
k towa korby ω0 = const.

Rys. 2.2.6 Rys. 2.2.6a

Rozwi zanie
Pr dko  i przyspieszenie no a strugarki wyznaczy  mo na, uk adaj c równanie

sko czone ruchu punktu N. Korzystaj c z pomocniczego schematu obliczeniowego
(rys. 2.2.6a), wyznaczono

x = xB = BC sin ϕ1.

Kinematyka punktu
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Funkcj  sinϕ1 wyznaczono, korzystaj c z zale no ci trygonometrycznych w trójk -
tach ODA, CDA i COA. Z ∆ODA i ∆CDA otrzymuje si  DA = r sinϕ = AC sinϕ1, sk d

.sinsin 1 ϕ=ϕ
AC
r

Z ∆COA otrzymuje si  .cos222 ϕ++= rllrCA   Po podstawieniu BC = R, ϕ = ω0t
(korba porusza si  ruchem jednostajnym) otrzymuje si

trllr

tr

0
22

0
1

cos2

sin
sin

++

ω=ϕ

oraz sko czone równanie ruchu punktu N

.
cos2

sin

0
22

0

trllr

tRrx
ω++

ω
=

Pr dko  i przyspieszenie punktu N równe s  odpowiednio:

[ ]

[ ]
.

)cos2(

cos2)(6cos)(

,
)cos2(

cos22cos)(

3
0

22
0

222222
0

22
2
0

2
0

22
0

22
0

22

0

trllr
trllrlrlrtlrrl

Rrxa

trllr
trllrrltlr

Rrxv

ω++

ω+++−+ω+
ω==

ω++

ω+++ω+
ω==

Otrzymane zwi zki mo na podda  dalszej analizie, wyznaczaj c np. ekstremalne
warto ci pr dko ci i przyspieszenia no a strugarki i odpowiadaj ce im po o enia po-
szczególnych elementów mechanizmu.

ZADANIE 2.2.7

Dany jest promie  r = 1 m prowadnicy i prawo ruchu punktu K (tulejki – rys. 2.2.7)
w postaci m][

4
sin2)( tts π= . Wyznaczy  pr dko  i przyspieszenie liniowe tulejki K

w chwili, gdy osi gnie ona najwy sze po o enie na prowadnicy.

Rys. 2.2.7
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Rozwi zanie
Ruch punktu K w tym przypadku zadany jest wspó rz dn  naturaln  s = s(t). Pr d-

ko  oblicza si  z zale no ci

.
4

cos
2

t
dt
dsv ππ==

Sk adowe przyspieszenia ca kowitego oblicza si  z zale no ci:
przyspieszenie styczne

,
4

sin
8

2
t

dt
dva ππ−==τ

przyspieszenie normalne

.
4

cos
4

2
222

t
r

vvan
ππ==

ρ
=

W najwy szym po o eniu punktu K odpowiadaj cemu k towi 
2

)( 1
π=α t  w chwi-

li t1 d ugo  uku .
2

)( 1
rts ⋅π=

Czas t1 obliczono z równania s(t)

.
24

sin2 1
rt ⋅π=π

Podstawiaj c r = 1 m, obliczono t1 = 1,14 s.
Podstawiaj c czas t1 najwy szego po o enia punktu K, otrzymano:

.m/s35,1)()()(

,m/s962,0)(,m/s961,0)(,m/s981,0)(

2
1

2
1

2
1

2
1

2
11

=+=

=−==

τ

τ

tatata

tatatv

n

n

Zadanie to rozwi za  mo na tak e, wykorzystuj c fakt, e punkt K porusza si  po
okr gu, i w zwi zku z tym nale y zastosowa  odpowiednie w tym przypadku wzory:

,,,, 422 ω+ε=ω=⋅ε=⋅ω= τ rarararv n

gdzie: .)(,, r
ts=αα=εα=ω

ZADANIE 2.2.8

Wyznaczy  równanie ruchu punktu po trajektorii oraz warto  wspó rz dnej natu-

ralnej s, drog  s* po czasie tk = 5 s, je eli pr dko  m/s][
15
4sin

5
tv ππ=  i w chwili

pocz tkowej t0 = 0, s = 0.

Kinematyka punktu
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Rozwi zanie
Ruch punktu po trajektorii opisuje wspó rz dna naturalna s(t), któr  wyznacza si

z równania

∫ +== .tzn., Cvdtsv
dt
ds

Rozwi zuj c powy sze równanie z uwzgl dnieniem warunków pocz tkowych,
otrzymuje si

m].[
15
4cos1

4
3






 π−= ts

Rys. 2.2.8

Przebieg zmian w funkcji czasu wspó rz dnej s(t) i pr dko ci v(t) przedstawia ry-
sunek 2.2.8. Po o enie punktu w chwili tk = 5 s okre la wspó rz dna

.m125,1
15
4cos1

4
3)( =





 π−=′= kkkk tKKts

Drog  przebyt  w tym czasie przez punkt wylicza si  z zale no ci

∫∫∫ −==
kk t

t

tt

k vdtvdtdtvs
1

1

00

*

i jest ona równa liczbowo polu zakreskowanemu na wykresie pr dko ci.
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Obliczaj c

,
15
4sin

15
4sin

5
10

*











 π−ππ= ∫∫ tdttdts
kk t

t

t

k

otrzymano

.m875,1* =ks

Drog  sk
*  mo na równie  obliczy  z zale no ci

m.875,1)(2 101110
* =−=′+= kk tsKKKKKKs

ZADANIE 2.2.9

Punkt A porusza si  wed ug prawa ruchu s = t2 [cm] po okr gu o równaniu x2 + y2 =  4.
Pocz tkowe po o enie punktu na torze okre laj  wspó rz dne x0 = 2 cm, y0 = 0 i ruch
rozpoczyna si  w stron  dodatniej osi y (rys. 2.2.9).

Rys. 2.2.9

Wyznaczy  po o enie punktu A na torze w chwili, gdy warto  przyspieszenia
aA = 3,71 cm/s2.

Rozwi zanie
Po o enie punktu A na torze w danej chwili t* wyznaczy  mo na, okre laj c

wspó rz dne punktu x(t*), y(t*) w momencie, w którym jego przyspieszenie jest rów-
ne aA. Z prawa ruchu s(t) obliczy  mo na pr dko  tsv 2==  i przyspieszenie styczne

,2===τ vsa  a nast pnie przyspieszenie normalne .2
2

4 2
22

tt
R
van ===

Znaj c warto  przyspieszenia ca kowitego aA w chwili t*, czas t* wyznaczy  mo -
na z zale no ci

.*)(44 422 taaa nA +=+= τ

Kinematyka punktu
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Podstawiaj c aA = 3,71 cm/s2, otrzymano t* = 1,25 s.
Wspó rz dne punktu A w chwili t* wyliczy  mo na, korzystaj c z równania toru

x2 + y2 = 4 i z zale no ci .22 dydxds +=  Ró niczkuj c równanie toru, otrzymuje si

xdx + ydy = 0, a nast pnie, podstawiaj c ,4 2xy −=  wyznacza si  
24 x

xdxdy
−

−=

oraz .
4

2
2x

dxds
−

=

Ca kuj c powy sze równanie przy warunkach pocz tkowych t0 = 0, x0 = 2, s0 = 0,
otrzymano

.
2

sinarc2 




 π−= xs

Podstawiaj c s = s(t*) = (t*)2,  z powy szego równania obliczono wspó rz dn
x(t*) = 1,41 cm, a nast pnie z równania toru wspó rz dn  y(t*) = 1,41 cm.

Po o enie punktu A w chwili t* mo na równie  wyznaczy , gdy  znany jest tor
ruchu, wystarczy wi c okre li  po o enie punktu na torze wzgl dem po o enia pocz t-
kowego. Obliczaj c jak poprzednio czas t* = 1,25 s po o enie punktu okre lono, obli-
czaj c s(t*) = (t*)2 = 1,5625 cm.

ZADANIE 2.2.10

Ci gnik B (rys. 2.2.10) holuje wózek A za pomoc  linki AB o d ugo ci l. Po o enie po-
cz tkowe ci gnika B wyznacza odcinek l0. Ró nica poziomów jazdy ci gnika i wózka
wynosi h. Wiedz c, e warto  pr dko ci ci gnika jest sta a (v1 = const), wyznaczy
warto  pr dko ci i przyspieszenia wózka A po przebyciu przez ci gnik drogi s1 = 3l0.

Rys. 2.2.10

Rozwi zanie
Po o enie ci gnika (punkt B1) i wózka (punkt A1) po przebyciu drogi s pokazano

na rysunku 2.2.10a, przy czym – zak adaj c, e linka AB jest nierozci gliwa – zachodzi
AB = A1B1 = l. Droga ci gnika (punkt B) w ruchu jednostajnym (v1 = const) wyra a si
wzorem BB1 = v1t.
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Rys. 2.2.10a

Korzystaj c z rysunku 2.2.10a, otrzymano:

( ) ,

,

2
10

2
1111

1

BBlhlHBBAHA

HAAHs

++−=−=

−=

.2
0

2 lhlHBABAH +−=−=

Podstawiaj c BB1 = v1t, otrzymano ( ) .2
0

22
10

2 lhtvlhs +−++=
Obliczaj c odpowiednio pochodne, otrzymuje si  pr dko  i przyspieszenie wózka A:

( )
( )

( )[ ] ( )
.

,

2
10

22
10

2

22
1

2
10

2
110

tvlhtvlh

hvsva

tvlh

vtvlsv

++++
===

++

+
==

Czas tC przebycia drogi 3l0 wyznaczamy z równania BB1 = v1t, podstawiaj c

BB1 = 3l0, sk d .
3

1

0
v
ltC  Po podstawieniu i przekszta ceniach otrzymano:

( ) .
1616

)(

,
16

4
)(

2
0

22
0

2

22
1

2
0

2
01

lhlh

hvta

lh

lvtv

C

C

++
=

+
=

Jednostajny prostoliniowy ruch ci gnika B powoduje zmienny ruch wózka A.
Spowodowany jest on w tym przypadku zmienn  w czasie struktur  geometrii wi zów
wynikaj c  ze zmiany k ta nachylenia liny na odcinku HB.

Kinematyka bry y



�
�
��
�
�
�

88 KINEMATYKA

2.3. Kinematyka bry y

2.3.1. Ruch post powy i obrotowy

ZADANIE 2.3.1

Dla przek adni jak na rysunku 2.3.1 dane s : k ty kó  sto kowych α = 60o, β = 30o,
liczba z bów przek adni walcowej z1 = 30, z2 = 90.

Rys. 2.3.1

Obliczy  liczb  obrotów na minut  n wa u odbieraj cego, je eli warto  pr dko ci
k towej wa u nap dzanego wynosi ω1 = 600 s–1.

Rozwi zanie
Przek adnia z o ona jest z dwóch zespo ów: zespo u przek adni sto kowej i zespo-

u przek adni walcowej, przy czym ma e ko o sto kowe i ma e ko o walcowe obracaj
si  ze wspóln  pr dko ci  k tow  ω2. Promienie podzia owe kó  sto kowych obliczone
w zale no ci od d ugo ci tworz cej OA wynosz  .

2
sin,

2
sin 21

β=α= OArOAr

Oznaczaj c pr dko  k tow  wa u odbieraj cego przez ω3, napisa  mo na dla obu
zespo ów zale no ci:

.i

,

2
sin

2
sin

sk d,

2

1
23

1

2

3

2

1
2

1
122211

z
z

z
z

r
rrrvA

ω=ω=
ω
ω

β

α

ω=ω=ωω=ω=

Pr dko  k towa wa u odbieraj cego wynosi wi c

.

2
sin

2
sin

2

1
13 β

α

ω=ω
z

z
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Uwzgl dniaj c, e ,
303
nπ=ω  otrzymuje si  liczb  obrotów na minut  wa u odbie-

raj cego

,

2
sin

2
sin30

2

11

βπ

αω
=

z

z
n

a po podstawieniu danych n = 3690 obr/min.

ZADANIE 2.3.2

Dana jest przek adnia cierna, w której wa  I mo e przemieszcza  si  w kierunku
osiowym (rys. 2.3.2).

Rys. 2.3.2

Promienie kó  przek adni wynosz  r = 0,5 cm, R = 15 cm. Wiedz c, e wa  I wyko-
nuje n1 = 600 obr/min i przemieszcza si  po osi wed ug równania d = (10 – 0,5t) [cm],
obliczy  warto  przyspieszenia k towego wa u II εII w zale no ci od przemieszcze-
nia d oraz warto  przyspieszenia punktu B w chwili gdy d = r.

Rozwi zanie
Prze o enie przek adni w danej chwili obliczy  mo na w zale no ci

,
I

II
ω
ω==

d
ri

st d

,III d
rω=ω

przy czym

).(,const
30

1
1 tddn ==π=ω

Kinematyka bry y
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Warto  przyspieszenia k towego  εII wynosi .
60 2

1
II d

rnπ=ε  Po podstawieniu da-
nych wynosi ona

.5
2II d
π=ε

Warto  przyspieszenia punktu B oblicza si  z zale no ci:

,22
BnBB aaa += τ

RaRa BnB ⋅ω=⋅ε=τ
2
IIII ,:gdzie

i

.
30

5 4
1

2

2
4
II

2
II 





 π+





 π=ω+ε=

d
rn

r
RRaB

Dla d = r otrzymuje si

4
1

2

2 30
5






 π+





 π= n

r
RaB

i po podstawieniu danych liczbowych aB = 592,2 m/s2.

ZADANIE 2.3.3

Na rysunku 2.3.3 pokazano schemat wyci garki linowej. Maj c dane promie-
nie kó  przek adni z batej r = 0,1 m, R = 0,8 m oraz kó  przek adni pasowej
r1 = 0,5 m, r2 =1,2 m, a tak e promie  b bna linowego ρ = 0,6 m, wyznaczy  równanie
ruchu ϕ(t) wirnika silnika w czasie rozruchu uk adu, je eli wózek wyci garki
po przejechaniu 5 m ruchem jednostajnie przyspieszonym osi ga pr dko  1,5 m/s.

Rys. 2.3.3
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Rozwi zanie
Ze wzgl du na to, e ruch jest jednostajnie przyspieszony, równanie ruchu wirnika

wyra a si  wzorem

,
2

2
1

00
tt ε+ω+ϕ=ϕ

przy czym w tym przypadku ϕ0 = 0, ω0 = 0 i .
2

2
1tε=ϕ

Warto  przyspieszenia ε1 wyznaczy  mo na, obliczaj c przyspieszenie liniowe a
wózka i korzystaj c ze wzorów na prze o enie przek adni. Równanie ruchu i pr dko
wózka przedstawiaj  zale no ci (s0 = 0, v0 = 0):

,,
2
1 2 atvats ==

st d po wyrugowaniu parametru t (czasu), otrzymuje si  .
2

2

s
va =

Korzystaj c z zale no ci kinematycznych, przy pomini ciu rozci gliwo ci liny
i pasa, otrzymuje si :

– dla b bna linowego v =  ω3 ⋅ ρ,

– dla przek adni pasowej ω3r2 = ω2r1,

– dla przek adni z batej ω2R = ω1r.

Z powy szych równa  wyznaczono warto  pr dko ci k towej wirnika w zale no-
ci od pr dko ci wózka

,
1

2
1 v

rr
Rr

ρ
=ω

a nast pnie przyspieszenia k towego .
1

2
11 a

rr
Rr

ρ
=ω=ε

Podstawiaj c obliczon  wcze niej warto  przyspieszenia a, otrzymano ogólny
zwi zek na ε1 w zale no ci od pr dko ci i przemieszczenia wózka

,
2 1

2
2

1 srr
vRr
ρ

=ε

a nast pnie równanie ruchu wirnika silnika

2

1

2
2

4
t

srr
vRr
ρ

=ϕ

i ostatecznie po podstawieniu danych liczbowych, ϕ = 3,6 t2.

Kinematyka bry y
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ZADANIE 2.3.4

Pr dko  k towa silnika zespo u nap dowego, jak na rysunku 2.3.4, zmienia si
wed ug równania ωs = kt2. Maj c dane promienie r, R, r1, R1, ρ, obliczy  pr dko
i przyspieszenie wózka, w chwili gdy przebywa on drog  l od po o enia pocz tkowego,
oraz przyspieszenie liny cz cej b bny A i B.

Rys. 2.3.4

Rozwi zanie
Zale no  pr dko ci v wózka od czasu uzyska si , uzale niaj c t  pr dko  od

pr dko ci k towej ωs. W tym celu wykorzysta  nale y zwi zki kinematyczne dla po-
szczególnych zespo ów urz dzenia przy za o eniu nierozci gliwo ci pasa i lin:

– dla przek adni pasowej ωsr = ωAR,

– dla b bnów A i B  ωAρ = ωBR1,

– dla b bna B i wózka C  v = ωBr1.

Z powy szych zwi zków otrzymano ,
1

1
sRR

rrv ωρ=  a w zale no ci od czasu

.2

1

1 t
RR
rkrv ρ=

Przyspieszenie wózka wyznacza si , obliczaj c pochodn  
dt
dv

.2
1

1 t
RR
rkr

dt
dva ρ==

Czas przebycia drogi l wyznaczy  mo na z równania ruchu wózka, otrzymanego
po sca kowaniu pr dko ci v. Przyjmuj c, e w chwili pocz tkowej t0 = 0, pocz tkowe
przemieszczenie s0 = 0, otrzymuje si

3

1

1
3

t
RR

rkrs ρ=
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oraz czas przebycia drogi s = l

.3
3

1

1
1 rkr

RlRt
ρ

=

Pr dko  i przyspieszenie wózka w chwili t1, a wi c po przebyciu drogi l, wynosi:

.3,2, 3
1

1
11

1

12
1

1

1
rkr
RlRtt

RR
rkrat

RR
rkrv

ρ
=ρ=ρ=

Przyspieszenie liny cz cej b bny A i B jest równe przyspieszeniu stycznemu na
obwodzie b bna A lub B. Mo na wi c stwierdzi , e

,ρ⋅ε=τ AAa

,2gdzie t
R
kr

dt
d

R
r

R
r

dt
d

dt
d s

s
A

A =ω=




ω=ω=ε

i ostatecznie przyspieszenie liny jest równe .2 t
R

kraA
ρ=τ

2.3.2. Ruch p aski

ZADANIE 2.3.5

Czworobok przegubowy (rys. 2.3.5) nap dzany jest ramieniem O1A z pr dko ci
k tow  ω0 = 1 s–1. Przyspieszenie k towe ramienia OlA, w po o eniu jak na rysunku
2.3.5, jest równe zero. Poszczególne wymiary mechanizmu wynosz : OlA = R = 1 m,

AB = 2 m, .
3
2 ABBCAC ==

Obliczy  pr dko  i przyspieszenie liniowe punktu C i B oraz pr dko  i przyspie-
szenie k towe korby O2B.

Rys. 2.3.5

Kinematyka bry y
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Rozwi zanie
Pr ty O1A i O2B p askiego mechanizmu, jakim jest czworobok przegubowy, poru-

szaj  si  ruchem obrotowym wokó  osi obrotu prostopad ych odpowiednio w punktach
O1 i O2 do p aszczyzny ruchu mechanizmu. Znane s  zatem kierunki wektorów pr dko-
ci i przyspiesze  punktów A i B, gdy  tory ich s  okr gami o promieniach odpowie-

dnio O1A i O2B. Zwroty pr dko ci wynikaj  z kierunku ruchu pr ta O1A z pr dko ci
k tow  ω0. Warto  pr dko ci punktu A wyznaczy  mo na z zale no ci

vA = ω0 ⋅ O1A = ω0 ⋅ R = 1 m/s.

Warto  przyspieszenia punktu A wyznacza si , obliczaj c jego sk adowe: aAτ =  0
(przyspieszenie k towe ε0 pr ta O1A jest równe zero w rozpatrywanym po o eniu me-
chanizmu), .m/s12

01
2
0 =⋅ω=⋅ω= RAOaAn

Pr dko  i przyspieszenie punktu C i B obliczy  mo na, analizuj c ruch bry y ABC
jako sztywnej kratownicy. Bry a ta porusza si  ruchem p askim. Pr dko  i przyspie-
szenie punktu C i B wyznaczono, traktuj c ruch p aski dwojako:

1) jako ruch z o ony z post powego ruchu unoszenia i obrotowego ruchu wzgl d-
nego,

2) jako chwilowy ruch obrotowy.

Obliczenie pr dko ci BC vv i

Ad 1)
Przyjmuj c biegun w punkcie A i korzystaj c z rozk adu pr dko ci w ruchu p a-

skim, mo na napisa :

,, A
BAB

A
CAC vvvvvv +=+=

gdzie: BC vv i  s  bezwzgl dnymi pr dko ciami punktów C i B, Av  pr dko ci  w po-
st powym ruchu unoszenia (pr dko  bieguna A), AA

BC
vv i  pr dko ciami w obroto-

wym ruchu wzgl dnym (wzgl dem bieguna A). Ruch unoszenia jest ruchem post -
powym i w zwi zku z tym pr dko  unoszenia CBAu vvvv ′=′==  (rys. 2.3.5a) i kieru-
nek jej jest prostopad y do pr ta O1A. Ruch wzgl dny jest ruchem obrotowym i kie-
runek pr dko ci A

B
A
B vv i  jest prostopad y odpowiednio do pr ta AC i AB. Rozk ad

pr dko ci pogl dowo przedstawiono na rysunku 2.3.5a i 2.3.5b. W równaniach wekto-
rowych pr dko ci BC vv i  znane s  kierunki pr dko ci A

B
A

A BC
vvvv ,,,  oraz warto

pr dko ci Av . Obliczaj c ,m/s5,030sin o == A
A
B vv  a nast pnie obliczaj c pr dko  k -

tow  w ruchu wzgl dnym (ruch wzgl dny jest ruchem obrotowym i dlatego mo na sko-

rzysta  z takiej zale no ci) z zale no ci ABv H
A
B ⋅ω= , otrzymano 1s25,0 −==ω

AB
v A

B
H

oraz  .m/s
3
1=⋅ω= ACv H

A
C
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Rys. 2.3.5a

Rys. 2.3.5b

Warto  pr dko ci bezwzgl dnej punktu C obliczy  mo na, korzystaj c np. z twier-
dzenia Carnota:

,),(cos,2)()(

),(cos2)()(

22

22

A
CC

A
CA

A
CA

A
CC

A
CC

A
CCC

vvvvvv

vvvvvvv

′

′′′

++=

=++=

gdzie <) o30),( +β=γ=′
A

CC vv (rys. 2.3.5b),
przy czym cos γ = cos β cos 30o – sin β sin 30o,

.gdzie,6,48,
4
3sin,

4
7cos 22o ADACDC

AC
AD

AC
DC −==β==β==β

Obliczaj c cos γ = 0,1975, otrzymano ostatecznie vC = 1,11 m/s.

Kinematyka bry y
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Kierunek wektora Cv  okre li  mo na, obliczaj c np. k t mi dzy wektorami A
CC vv i

wed ug zale no ci

( ) .sin,sin γ=
C

A
C

A
C v

vvv

Warto  pr dko ci punktu B wynosi

.m/s
2
330cos o == AB vv

Ad 2)
Wyznaczaj c w zadanym po o eniu mechanizmu chwilowy rodek pr dko ci ( ro-

dek obrotu chwilowego), pr dko ci A
CC vv i  obliczy  mo na jak w ruchu obrotowym,

traktuj c ruch p aski jako chwilowy ruch obrotowy, tzn.:

vB = ωH ⋅ BH,  vC = ωH ⋅ CH,

gdzie ωH jest warto ci  chwilowej pr dko ci k towej wokó  chwilowego rodka pr d-
ko ci H (rys. 2.3.5c).

Rys. 2.3.5c

Chwilowy rodek pr dko ci H wyznaczono jako punkt przeci cia si  prostych
prostopad ych do wektorów ,i BA vv  a kierunek pr dko ci Cv  rysuj c wektor Cv  prosto-
padle do CH. Obliczaj c pr dko  k tow  ωH z zale no ci vA = ωH ⋅ AH, otrzymano:

.i
AH
CHvv

AH
BHvv ACAB ==
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Warto  pr dko ci Av  jest znana i wynosi vA = ω0 ⋅ O1A = 1 m/s, natomiast (rys. 2.3.5c)

.)150(cos610
3
2)150(cos))((2)()(

,2
60cos

,
2
360sin

o22

o

o

β−−=β−−+=

==

==

ABACAHACAHCH

ABABAH

AH
BH

o

Po podstawieniu danych otrzymano ,m/s
2
3=Bv  vC = 1,11 m/s.

Obliczenie pr dko ci k towej pr ta O2B

Pr dko  k tow  ω02 pr ta O2B obliczy  mo na z zale no ci ,
2

02 BO
vB=ω  ponie-

wa  punkt B porusza si  po okr gu o promieniu O2B.
Obliczaj c O2B = O1A sin 60o oraz podstawiaj c obliczon  warto  Bv , otrzymano

ω02 = 1 s–1. Wyznaczona pr dko  ω02 odpowiada zadanemu chwilowemu po o eniu
mechanizmu. W po o eniach innych warto  pr dko ci k towej ω02 mo e by  inna od
obliczonej.

Obliczenie przyspieszenia BC aa i

Ad 1)

Przyjmuj c biegun w punkcie A i korzystaj c z rozk adu przyspiesze  w ruchu
p askim mo na napisa :

A
BAB

A
CAC aaaaaa +=+= ,  ( Aa  wyznaczono – str. 94),

gdzie BC aa i  s  bezwzgl dnymi przyspieszeniami punktów C i B, AnA aa =  przyspie-
szeniem w post powym ruchu unoszenia (przyspieszenie bieguna A), ,i A

B
A

C aa  przy-
spieszeniami w obrotowym ruchu wzgl dnym (wzgl dem bieguna A). Ze wzgl du na
obrotowy ruch wzgl dny mog  wyst pi  dwie sk adowe przyspiesze  ,i A

B
A

C aa  tj.:

., A
Bn

A
B

A
B

A
Cn

A
C

A
C aaaaaa +=+= ττ

Punkt B mechanizmu porusza si  w ruchu bezwzgl dnym po okr gu o promie-
niu O2B i w zwi zku z tym nale y uwzgl dni  dwie sk adowe jego przyspieszenia bez-
wzgl dnego, tzn. BnBB aaa += τ  wzgl dem punktu O2.

Kinematyka bry y
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Ostatecznie mo na wi c napisa :

.

,

A
Bn

A
BAnBnB

A
Cn

A
CAnC

aaaaa

aaaa

+==+

++=

ττ

τ

W równaniach powy szych znamy kierunki wszystkich przyspiesze  z wyj tkiem
przyspieszenia Ca , tj. 1,5

.||,,||

,,||,,||

2

21

ABaABaBOa

BOaACaACaAOa

A
Bn

A
BBn

B
A
Cn

A
CAn

⊥

⊥⊥

τ

ττ

Rozk ad przyspiesze  w sposób pogl dowy pokazano na rysunku 2.3.5d.

Rys. 2.3.5d

Oprócz warto ci przyspieszenia Ana  znane s  równie  warto ci przyspiesze :

.ms35,060sin

,ms
8
12)25,0(

,ms
12
1

3
4)25,0(

2o
1

2
022

2
02

222

222

−

−

−

=⋅ω=⋅ω=

=⋅=⋅ω=

=⋅=⋅ω=

AOBOa

ABa

ACa

Bn

H
A
Bn

H
A
Cn
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Rzutuj c równania wektorowe przyspiesze  na osie przyj tego uk adu odniesienia
(rys. 2.3.5d) otrzymano:

,60sin

,60cos

,cossin60sin

,sincos60cos

o

o

o

o

A
BAnBn

A
BnAnB

A
Cn

A
CAnCy

A
Cn

A
CAnCx

aaa

aaa

aaaa

aaaa

τ

τ

τ

τ

−−=−

−−=−

β+β−−=

β−β−−=

gdzie niewiadomymi s : ,,,,, τττ B
A
B

A
CCyCx aaaaa  z których A

C
A
B aa ττ ,  uzale ni  mo na

od jednej niewiadomej, tj. przyspieszenia k towego εH (wzgl dem bieguna A) wed ug
wzorów:

., ABaACa H
A
BH

A
C ⋅ε=⋅ε= ττ

K t β wyznaczono podczas oblicze  pr dko ci, a mianowicie:

.6,48,
4
7cosi

4
3sin o=β=β=β

Rozwi zuj c powy szy uk ad równa , otrzymano:

.ms625,0,0

,0,ms92,0,ms56,0

2

22

−
τττ

−−

===

=ε−==

B
A
B

A
C

HCyCx

aaa

aa

Warto ci bezwzgl dne przyspiesze  punktu C i B obliczy  mo na np. z zale no ci:

.cos2lub, 222222 δ++=+=+= τ
A
CnA

A
CnACBnCxCBnBB aaaaaaaaaaa

Wynosz  one: .ms99,0,ms07,1 22 −− == CB aa
Kierunki przyspiesze  mo na okre li , obliczaj c odpowiednie k ty, np. dla przy-

spieszenia Ca  (rys. 2.3.5e):

.4,101150),180(sin),(sin ooo) =β−=δδ−=<
C

A
Cn

CA a
aaa
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Rys. 2.3.5e

Ad 2)
Obliczenia przyspiesze  przy tym sposobie traktowania ruchu p askiego dokonuje

si , wyznaczaj c po o enie chwilowego rodka przyspiesze  P wzgl dem punktu o zna-
nym przyspieszeniu (w tym przypadku punktu A). Znaj c w zadanym po o eniu mecha-
nizmu warto  chwilowej pr dko ci k towej ωH i chwilowego przyspieszenia k towego εH,
po o enie chwilowego rodka przyspiesze  P wzgl dem punktu A okre la si , podaj c
k t α odchylenia od przyspieszenia Aa  kierunku, na którym le y chwilowy rodek przy-
spiesze  P i odleg o  AP od punktu A na tym kierunku, przy czym k t okre la si  zgod-
nie z przyspieszeniem k towym. K t α oraz odleg o  AP oblicza si  z zale no ci:

.,tg
422
HH

A

H

H aAP
ω+ε

=
ω
ε=α

Podstawiaj c εH = 0, ωH = 0,25 s–1, aA = aAn = 1 ms–2, otrzymano α = 0, AP = 16 m,
tzn. e chwilowy rodek przyspiesze  le y na kierunku przyspieszenia Aa  w odleg o ci
16 m od punktu A.

Wzgl dem chwilowego rodka przyspiesze  wyst puj  jedynie sk adowe normal-
ne przyspiesze  (εH = 0, ωH ≠ 0) i przyspieszenia punktów B i C le  wi c odpowiednio
na kierunkach BP i CP. Rozk ad przyspiesze  wzgl dem punktu P pogl dowo pokaza-
no na rysunku 2.3.5f.

Rys. 2.3.5f
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Warto  przyspiesze  punktu B i C obliczy  mo na z zale no ci:

,, 22 CPaaBPaa HCnCHBnB ⋅ω==⋅ω==
gdzie:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) .30,cos2

,120cos2

o22

o22

+β=χχ−+=

−+=

ABAPABAPCP

ABAPABAPBP

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:
aC = 0,99 ms–2 ,   aB = 1,07 ms–2.

Obliczenia przyspieszenia k towego pr ta O2B
Przyspieszenie k towe ε02 pr ta O2B obliczy  mo na z zale no ci

,
2

02 BO
aBτ=ε

poniewa  punkt B porusza si  po okr gu o promieniu O2B.
Obliczaj c O2B = O1A sin 60o oraz podstawiaj c dane liczbowe, otrzymano ε02 =

= 0,72 s–2.

ZADANIE 2.3.6

Ko o o promieniu r = 1 m toczy si  pomi dzy dwiema ruchomymi belkami porusza-
j cymi si  z pr dko ciami v1 = 0,5t m/s i v2 = 1 m/s (rys. 2.3.6).

Ko o toczy si  bez po lizgu wzgl dem belek. W chwili pocz tkowej dla to t0 = 0,
v1 = 0, v2 = 1 m/s.

Wyznaczy  pr dko  punktu O, pr dko  k tow  ko a w chwili t1 = 1 s i t2 = 2 s
oraz równania centroid.

Rys. 2.3.6

Rozwi zanie
Ko o porusza si  ruchem p askim, przy czym ze wzgl du na to, e belki poruszaj

si  ruchem post powym oraz nie ma po lizgu pomi dzy ko em i belkami, znane s
chwilowe pr dko ci punktów styku A i B, tzn. vA = v1, vB = v2. Wygodnie jest
w tym przypadku (poszukuje si  warto ci chwilowych v0, ω, ε) traktowa  ruch p aski
jako chwilowy ruch obrotowy i rozwi za  zadanie, wyznaczaj c chwilowy rodek

Kinematyka bry y
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pr dko ci. Korzystaj c ze znanych metod, wyznaczono po o enie chwilowego rodka
pr dko ci H, przyjmuj c, e v2 > v1, tzn. dla chwili 0 < t < t2 (rys. 2.3.6a). Ze wzgl du na
to, e v1 zale y od czasu, chwilowy rodek pr dko ci zmienia swoje po o enie i np. dla
t = 0 znajduje si  w punkcie A, a dla t > t2 le y na prostej AB poni ej punktu B. Uk a-
daj c równania:

),(

),2(

,

0

2

1

AHrv

AHrv

AHv

+ω=

+ω=

⋅ω=

i rozwi zuj c powy szy uk ad, otrzymano:

.m/s][5,0

,
2

,
2

,2

1

12

21
0

12

1

tv
r
vv

vvv

vv
rvAH

=

−=ω

+
=

−
=

Z powy szych zale no ci wynika, e dla t = 0, tzn. dla v1 = 0, AH = 0, i chwilowy
rodek pr dko ci le y w punkcie A. Dla v1 = v2, AH = ∞, ω = 0 i chwilowy rodek

pr dko ci znajduje si  w niesko czono ci, tzn. ruch ko a mo na traktowa  jak chwilo-
wy ruch post powy przy obliczeniu pr dko ci (w tym po o eniu pr dko ci wszystkich
punktów ko a s  takie same, ale nie dotyczy to przyspieszenia!). Dla v1 > v2 chwilowy
rodek pr dko ci zmienia swoje po o enie i le y poni ej punktu B na prostej AB.

Podstawiaj c t1 = 1 s i t2 = 2 s otrzymano:

v0(t1) = 0,75 m/s, ω1 = 0,25 s–1,

v0(t2) = 1 m/s, ω2 = 0.

Równanie centroidy nieruchomej wyznaczono w przyj tym nieruchomym uk a-
dzie odniesienia O1xy (rys. 2.3.6b).

Rys. 2.3.6a Rys. 2.3.6b
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Wyznaczaj c wspó rz dne punktu H, w zale no ci od t otrzymuje si  równania
parametryczne (parametrem jest czas t), które mo na interpretowa  jako sko czone
równania „ruchu” punktu H. Ruguj c parametr t otrzymuje si  z tych równa  równanie
centroidy nieruchomej. W rzeczywisto ci punkt H nale y do p aszczyzny sztywno
zwi zanej z bry  poruszaj c  si  ruchem p askim i ma pr dko  równ  zeru w danej
chwili. W ka dej nast pnej chwili chwilowym rodkiem pr dko ci staje si  inny punkt
tej p aszczyzny o pr dko ci chwilowej równej zeru, który ma inne po o enie ni  punkt
poprzedni. W ten sposób obserwuje si  pozornie „ruch” punktu H.

Obliczaj c wspó rz dne punktu H w zale no ci od czasu, otrzymano:

( )

.
5,01

22
22

,
2
1

8
115,0

2
1

2

12

1

2

00

21

0
00

t
t

vv
rvrAHry

ttdttdtvvdtvxx

H

ttt

H

−
=

−
+=+=

+=+=+=== ∫∫∫

Ruguj c z powy szych równa  czas t, otrzymano równanie centroidy nieruchomej
(rys. 2.3.6c).

Dla wyznaczenia równania centroidy ruchomej wprowadzono ruchomy uk ad od-
niesienia sztywnie zwi zany z ko em (rys. 2.3.6b).

Wykorzystuj c równania centroidy w uk adzie ruchomym w postaci:

,
sincos

,
cossin 0000

ϕ
ϕ−ϕ

=η
ϕ

ϕ−ϕ
=ξ

yxyx

gdzie: ,0,
2

15,0
00 =+== ytvx  .

2
5,01 t−=ω=ϕ

otrzymano

),(222 tρ=η+ξ
gdzie

.
5,01
5,01)(
t
tt

−
+=ρ

Równanie centroidy ruchomej jest równaniem spirali pokazanej na rysunku
2.3.6d.

Centroida ruchoma toczy si  bez po lizgu po centroidzie nieruchomej, a wi c:
– dla chwili 0 < t < t2 = 2 s ga  krzywej górnej z rysunku 2.3.6d toczy si  po

górnej ga zi z rysunku 2.3.6c,
– dla chwili t > t2 = 2 s ga  dolna z rysunku 2.3.6d toczy si  po ga zi dolnej

z rysunku 2.3.6c,
– chwila t2 = 2 s rozgranicza zmian  kierunku obrotów ko a  (pr dko ci k to-

wej ω) i tym samym zmian  kierunku toczenia si  centroidy ruchomej po nie-
ruchomej.

Kinematyka bry y
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Rys. 2.3.6c Rys. 2.3.6d

ZADANIE 2.3.7
Ci ar I (rys. 2.3.7) zawieszony w punkcie A tarczy II o promieniach r1 i R1 opada

z pr dko ci  v  i przyspieszeniem .a  Ruch szpuli IV o promieniach r2 i R2 powodowany
jest odwijaj c  si  lin  przerzucon  przez ko o kieruj ce III i nawini t  na tarcz  II
oraz szpul  IV. Zak adaj c, e lina jest nierozci gliwa i toczenie szpuli IV odbywa si
bez po lizgu, obliczy  pr dko  i przyspieszenie punktu O oraz pr dko  i przyspiesze-
nie k towe szpuli IV.

Rys. 2.3.7

l
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Rozwi zanie

Uk ad materialny sk ada si  z czterech bry , z których bry a I porusza si  ruchem
post powym, bry a II i IV ruchem p askim, bry a III ruchem obrotowym. Wyznaczy
nale y okre lone parametry kinematyczne ),,,( 0000 εωav  bry y poruszaj cej si  ru-
chem p askim.

Zadanie rozwi zano dwoma sposobami:

1) traktuj c ruch p aski jako chwilowy ruch obrotowy,
2) traktuj c ruch p aski jako ruch z o ony.

Ad 1)

Z narzuconych na uk ad wi zów wynika, e ,0,, === CDBA vvvvv  i w zwi zku
z tym chwilowy rodek pr dko ci tarczy II le y w punkcie C, a szpuli IV w punkcie E
(rys. 2.3.7a i 2.3.7b).

Rys. 2.3.7a Rys. 2.3.7b

Uk adaj c równania dla tarczy II:

vA = ωr1,   vB = ω(r1 + R1),

i szpuli IV:

vD = ω0 (r2 + R2),  v0 = ω0R2,

oraz wykorzystuj c zale no  vvvv ADB == ,  i rozwi zuj c powy szy uk ad rów-
na , otrzymano:

.
)(

,
)(
)(

221

11
0

221

112
0 Rrr

Rrv
Rrr
RrRvv

+
+=ω

+
+=

Kinematyka bry y
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Relacje te s  s uszne dla ka dej chwili czasu. Promienie nie zmieniaj  si  i tory
punktu A i O s  prostoliniowe, wi c zale no ci powy sze formalnie mo na zró niczko-
wa , traktuj c v = v(t) i otrzymuj c:

.
)(

,
)(
)(

221

110
0

221

1120
0 Rrr

Rra
dt

d
Rrr
RrRa

dt
dva

+
+=

ω
=ε

+
+==

Ad 2)

Ruch p aski traktuje si  w tym przypadku jako ruch z o ony z post powego ruchu
unoszenia i obrotowego ruchu wzgl dnego. Pr dko ci oblicza si , korzystaj c z rozk a-
du pr dko ci, jako sum  wektorow  pr dko ci unoszenia (pr dko ci dowolnego biegu-
na) i pr dko ci wzgl dnej (wzgl dem tego bieguna), a przyspieszenia jako sum  wekto-
row  przyspieszenia unoszenia (przyspieszenia dowolnego bieguna) i przyspieszenia
wzgl dnego (wzgl dem tego bieguna). Rozk ad pr dko ci pokazano na rysunku 2.3.7c.

Rys. 2.3.7c

Obieraj c biegun dla tarczy II w punkcie A i dla szpuli IV w punkcie D, otrzymuje
si  równania wektorowe:

,0,

,0,

00 =+=+=

=+=+=

D
EDE

D
D

A
CAC

A
BAB

vvvvvv

vvvvvv

a nast pnie skalarne:

,0, =−+= A
CA

A
BAB vvvvv

,0,00 =−+= D
ED

D
D vvvvv

przy czym vB = vD, vA = v (v  jest pr dko ci  opadaj cej bry y I).

|V–B| = |V–D|
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Uwzgl dniaj c, e

),(,

,,

2200200

11

RrEDvrODv

RBAvrCAv

D
E

D

A
B

A
C

+ω=⋅ω=⋅ω=⋅ω=

⋅ω=⋅ω=⋅ω=⋅ω=

z powy szego uk adu równa  otrzymuje si :

.
)(

,
)(
)(

221

11
0

221

112
0 Rrr

Rrv
Rrr
RrRvv

+
+=ω

+
+=

Rozk ad przyspiesze  pokazano na rysunku 2.3.7d.

Rys. 2.3.7d

Obieraj c w tym przypadku bieguny w punktach A i O, otrzymuje si  równania
wektorowe:

,A
Bn

A
BAB aaaa ++= τ

.000
DnDD aaaa ++= τ

Podstawiaj c II
0

0I , aaaaaa D
A
BA =+=+ ττ  i uwzgl dniaj c III aa =  ( Ia  jest rzu-

tem przyspieszenia Ba  na kierunek liny w punkcie B, a IIa  rzutem przyspieszenia Da
na kierunek liny w punkcie D i odpowiednio s  one przyspieszeniami punktów liny B
i D, z czego wynika równo  ich warto ci przy za o eniu nierozci gliwo ci liny), otrzy-
muje si  równanie skalarne

.0
0 ττ +=+ D

A
BA aaaa

Kinematyka bry y
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Uwzgl dniaj c, e aA = a (a   jest przyspieszeniem opadaj cej bry y I), ,1Ra A
B ⋅ε=τ

2

0
020

0

1
,,

R
ara

r
a

D
A =ε⋅ε==ε τ , otrzymuje si :

.
)(

,
)(
)(

221

11
0

221

112
0 Rrr

Rra
Rrr
RrRaa

+
+=ε

+
+=

ZADANIE 2.3.8

W przek adni planetarnej, jak na rysunku 2.3.8, pr dko  k towa i przyspieszenie
k towe wa u nap dowego wynosz : ωI = 1 s–1, εI = 0,5 s–2. Ko o planetarne II osadzone
jest w o yskach na osi AA1 zwi zanej sztywno z ramk  OA. Znaj c promienie R = 1 m
i r = 0,5 m, obliczy  pr dko  i przyspieszenie chwilowe punktu K oraz pr dko
i przyspieszenie k towe ramki OA.

Rys. 2.3.8

Rozwi zanie
W przek adni planetarnej ko o I oraz ramka OA poruszaj  si  ruchami obrotowy-

mi, a ko o II ruchem p askim, przy czym zak ada si , e ko o toczy si  bez po lizgu po
nieruchomym kole zwi zanym z korpusem przek adni.

A1

60o
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Obliczenie pr dko ci punktu K

1) Ruch p aski ko a II jako chwilowy ruch obrotowy

Chwilowy rodek pr dko ci znajduje si  w punkcie H (rys. 2.3.8a). Znaj c po o e-
nie punktów K i H mo na napisa

vK = ωII ⋅ KH,

gdzie ωII jest k tow  pr dko ci  ko a II.

Rys. 2.3.8a

Pr dko  ωII wyznaczy  mo na, obliczaj c pr dko  liniow  punktu styku kó  I
i II. Pr dko  ta wzgl dem rodka ko a I wynosi vp' = ωI ⋅ R (jako punktu P' nale cego
do ko a I), a wzgl dem chwilowego rodka pr dko ci H vp = ωII ⋅ PH (jako punktu P
nale cego do ko a II).

Uwzgl dniaj c, e vp' = vp , otrzymuje si  ,III PH
Rω=ω

a zatem

.I PH
KHRvK ω=

Trójk t AHK jest równoboczny, wi c KH = r.

Podstawiaj c KH = r oraz PH = 2r, otrzymano ,
2
1i

2
1

IIII Rv
r
R

K ω=ω=ω  a dla
danych liczbowych ωII = 1 s–1, vk = 0,5 m/s.

Kinematyka bry y
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2) Ruch p aski ko a II jako ruch z o ony

Przyjmuj c biegun w punkcie P (rys. 2.3.8b), mo na napisa  równanie wektorowe:

,P
KPK vvv +=

gdzie P
Kv  jest pr dko ci  wzgl dn  w obrotowym ruchu wzgl dnym wzgl dem bieguna P.

Rys. 2.3.8b

Pr dko  vP wzgl dem rodka O ko a I wynosi vP = ω1 ⋅ R, a pr dko

.II PKvP
K ⋅ω=

Pr dko  k tow  ωII obliczy  mo na, uk adaj c równanie wektorowe

0=+= P
HPH vvv  (punkt H ma pr dko  równ  zero),

i skalarne

,0=− P
HP vv

gdzie HPvP
H IIω= ,

sk d

.
2III r
R

HP
v

HP
v p

P
H ω===ω

Podstawiaj c PK = 2rcos30o (co wynika z rys. 2.3.8b), otrzymano

,30cos o
IRvP

K ω=
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a nast pnie z zale no ci β+= cos2)()( 22 P
KP

P
KPK vvvvv  (gdzie β = 150o) – warto

pr dko ci punktu K

.
2
1

IRvK ω=

Dla danych liczbowych otrzymuje si

ωII = 1 s–1, vK = 0,5 m/s.

Obliczenie pr dko ci ωωωωωR i przyspieszenia k towego εεεεεR ramki OA

Punkt A jest punktem wspólnym ko a II i ramki OA. Pr dko  punktu A wyznaczy
mo na z jednej strony wzgl dem punktu O, a z drugiej strony wzgl dem punktu H:

vA = ωR ⋅ OA = ωR(R + r),

.
2

gdzie, IIIIIII r
RrAHvA ω=ω⋅ω=⋅ω=

Z zale no ci tych otrzymuje si

.
)(2I rR

R
R +

ω=ω

Ze wzgl du na to, e const  =
)(2 rR

R
+  dla ka dej chwili t, przyspieszenie εR obli-

czy  mo na jako pochodn  ωR wzgl dem czasu, tzn.

.
)(2)(2 II rR

R
rR

R
RR +

ε=
+

ω=ω=ε

Obliczenie przyspieszenia punktu K

W tym przypadku biegun przyj to w punkcie A i równanie wektorowe przyspie-
sze  ma posta

.A
KAK aaa +=

Punkt A porusza si  po okr gu o promieniu OA = R + r, a wi c ,AnAA aaa += τ
punkt K wzgl dem A porusza si  po okr gu o promieniu KA = r, czyli

.i A
Kn

A
KAnAK

A
Kn

A
K

A
K aaaaaaaa +++=+= τττ

Kinematyka bry y
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Znaj c wyliczone uprzednio przyspieszenie k towe εR i pr dko  k tow  ωR, obli-
czono:

.
)(4

,
2
1 2

2
I

2
I rR

rOAaROAa RAnRA +
ω=⋅ω=ε=⋅ε=τ

Znaj c pr dko  k tow  ,
2III r
Rω=ω  obliczy  mo na przyspieszenie k towe

,
2IIIII r
Rε=ω=ε  a nast pnie przyspieszenie .

4
,

2
1 2

2
I

2
IIIII r

RAKaRAKa A
Kn

A
K ω=⋅ω=ε=⋅ε=τ

Warto  przyspieszenia Ka  wygodnie jest obliczy , wyznaczaj c jego wspó rz d-
ne w przyj tym uk adzie odniesienia, korzystaj c z rozk adu przyspiesze  w punkcie K
(rys. 2.3.8c). Obliczaj c wspó rz dne:

,30cos60cos

,60cos30cos
oo

oo

AnA
A
KKy

AnA
A
KnKx

aaaa

aaaa

−+−=

++=

ττ

τ

a nast pnie ,22
KyKxK aaa +=  otrzymano dla danych liczbowych warto  aK = 0,67 m/s2.

Rys. 2.3.8c

ZADANIE 2.3.9

W mechanizmie korbowo-wodzikowym, jak na rysunku 2.3.9, dane s : OA = AB =
= R = 1 m, AC = CB, ω = 2 s–1  jest sta a. Obliczy  pr dko  i przyspieszenie punktu C
w chwili s.

81
π=t

Rozwi zanie
W mechanizmie tym ko o nap dowe spe niaj ce rol  korby porusza si  ruchem

obrotowym, korbowód AB ruchem p askim i suwak B ruchem post powym. Pr dko
i przyspieszenie punktu C w ruchu p askim korbowodu obliczono, traktuj c ruch p aski
dwojako, jako:

1) ruch z o ony z post powego ruchu unoszenia i obrotowego ruchu wzgl dnego,
2) ruch obrotowy chwilowy.

60o
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Rys. 2.3.9 Rys. 2.3.9a

Ad 1)

Przyjmuj c biegun w punkcie mo na napisa  równania wektorowe:

,, A
BAB

A
CAC vvvvvv +=+=

gdzie: A
B

A
C vv i  s  pr dko ciami w ruchu wzgl dnym wzgl dem bieguna A. Roz-

k ad pr dko ci w chwili s
81
π=t  pokazano na rysunku 2.3.9a, gdzie .

411
π=ω=ϕ t

Pr dko  bieguna wyznaczono z zale no ci vA = ω ⋅ OA = ω⋅R, a pr dko ci A
B

A
C vv i

z zale no ci:

.
45tg

, o
AA

B

A
B

A
C vv

AB
v

AC
v

==

  Wektory A
BA vv i  s  do siebie prostopad e, wi c

( ) ( ) .
22 A

CAC vvv +=

Obliczaj c 
2
1

45tg o AA
A
B

A
C v

AB
ACv

AB
ACvv === , otrzymano

5
2
15

2
1 Rvv AC ω==

i dla danych liczbowych vC = 2,24 m/s.

Kinematyka bry y
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Znaj c pr dko  ,A
Cv  mo na obliczy  pr dko  k tow  ωAB korbowodu

.
2

ω===ω
AC
v

AC
v A

A
C

AB

Celem obliczenia przyspieszenia punktu C u o ono wektorowe równania przyspiesze :

., A
BAB

A
CAC aaaaaa +=+=

Uwzgl dniaj c, e AnA aa =  (przyspieszenie k towe wzgl dem punktu 0 ε = 0
A
Bn

A
B

A
B

A
Cn

A
C

A
CA aaaaaaa +=+== τττ ,,0  oraz e przyspieszenie Ba  le y stale na osi

OB, otrzymuje si :

.

,

A
Bn

A
BAnB

A
Cn

A
CAnC

aaaa

aaaa

++=

++=

τ

τ

Rzutuj c drugie z równa  na osie przyj tego uk adu odniesienia (rys. 2.3.9b), otrzy-
mano dwa równania skalarne, odpowiadaj ce po o eniu mechanizmu w chwili s

81
π=t :

.45sin45sin45sin0

,45cos45cos45cos

ooo

ooo

A
Bn

A
BAn

A
Bn

A
BAnB

aaa

aaaa

+−−=

−−−=−

τ

τ

Podstawiaj c aAn = ω2 ⋅ OA = ω2R, 
( ) ( ) ,

45tg
2

o2

22

R
R

v
AB
v

a A
A
BA

Bn ω===  otrzymano

,0=τ
A
Ba  tzn. e równie  przyspieszenie k towe korbowodu wzgl dem punktu A 0==ε τ

AB
aA

B
AB

oraz przyspieszenie styczne punktu C wzgl dem punktu A .0=⋅ε=τ ACa AB
A
C

Rys. 2.3.9b
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Tak wi c .A
CnAnC aaa +=

Warto  przyspieszenia Ana  jest znana, a .
2
1

4
)()( 2

22
R

AC
v

AC
v

a A
A
CA

Cn ω=
⋅

==

Przyspieszenia A
CnAn aa i  s  prostopad e, wi c

5
2
1)()( 222 Raaa A

CnAnC ω=+=

i dla danych liczbowych aC = 4,47 m/s2.

Ad 2)

Pr dko  punktu C wyznaczono, znajduj c chwilowy rodek pr dko ci H dla po o-
enia mechanizmu w chwili s.

81
π=t  Punkt H jest punktem przeci cia si  prostopad ych

do pr dko ci BA vv i  (rys. 2.3.9c), a pr dko  punktu C jest prostopad a do odcinka CH.

Pr dko  ω = const, a w zwi zku z tym ϕ = ω ⋅ t i w chwili 
81
π=t  k t ϕ = ϕ1 = 45o.

Pr dko  punktu C obliczy  mo na z zale no ci vC = ωAB ⋅ CH, gdzie ωAB jest
pr dko ci  k tow  chwilow  korbowodu AB. Obliczono j , wyznaczaj c pr dko  vA
wzgl dem punktu O i wzgl dem punktu H, tzn. vA = ω ⋅ OA = ω ⋅ R  i  vA = ωAB ⋅ AH =
= ωABAB tg 45o = ωAB ⋅ R.

Porównuj c tak wyznaczon  pr dko  vA otrzymano ωAB = ω. Obliczaj c

,5
2
122 RACAHCH =+=  wyznaczono ,5

2
1 RvC ω=  a dla danych liczbowych

vC = 2,24 m/s.
Przyspieszenie punktu C obliczono, wyznaczaj c chwilowy rodek przyspie-

sze  wzgl dem punktu A o znanym przyspieszeniu. Przyspieszenie punktu A jest
równe aA = aAn = ω2R, poniewa  przyspieszenie k towe wzgl dem punktu O jest równe
zero. Odleg o  chwilowego rodka przyspiesze  D od punktu A obliczy  mo na z za-
le no ci

,
42
ABAB

AaAD
ω+ε

=

a k t odchylenia prostej, na której le y punkt D, od przyspieszenia Aa  ze wzoru

.tg 2
AB

AB

ω
ε=α

Kinematyka bry y
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Rys. 2.3.9c Rys. 2.3.9d

W rozpatrywanym przypadku nie ma innej mo liwo ci obliczenia pr dko ci ωAB
i przyspieszenia εAB ni  w sposób podany w punkcie a). Znaj c εAB = 0, ωAB = ω, otrzy-
muje si  α = 0, AD = R. Chwilowy rodek przyspiesze  le y wi c na kierunku OA
w odleg o ci R od punktu A i pokrywa si  z punktem O (rys. 2.3.9d). Przyspieszenia
punktu C wzgl dem punktu D oblicza si  z zale no ci:

( ) ( ) ( ),0,
22

=⋅ε==+= ττ CDaaaaa AB
D
C

D
Cn

D
Cn

D
CC

gdzie ( ) ( ) .5
2
1 22222 RACOACDa ABAB

D
Cn ω=+⋅ω=⋅ω=

Dla danych liczbowych aC = 4,47 m/s2.

Nadmieni  nale y, e pr dko  i przyspieszenie punktu C obliczy  mo na, wyko-
rzystuj c równania sko czone ruchu punktu C, co zosta o zrobione w zadaniu 2.2.4.

2.3.3. Ruch kulisty

ZADANIE 2.3.10

Sto ek o podstawie ko owej o promieniu r i wysoko ci h przetacza si  po p asz-
czy nie Π bez po lizgu (rys. 2.3.10). Pr dko  punktu C jest sta a co do warto ci,
linia CD jest równoleg a do p aszczyzny Π. Wyznaczy  pr dko  i przyspieszenie punk-
tów B i D.
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Rys. 2.3.10

Rozwi zanie
Sto ek porusza si  ruchem kulistym, przy czym punktem kulistym (nieruchomym)

jest punkt O. Zadanie rozwi zano dwiema metodami:
1) traktuj c ruch kulisty jako ruch chwilowy obrotowy,
2) metod  analityczn .

Ad 1)
Prosta OA jest lini  styczno ci pobocznicy sto ka z p aszczyzn  Π i w czasie ruchu

sto ka chwilowe pr dko ci punktów prostej OA s  równe zeru. Prosta OA jest wi c osi
chwilowego obrotu Ω (rys. 2.3.10a). Oznaczaj c pr dko  k tow  chwilow  przez ω
mo na napisa , e: vB = ω ⋅ BB1,  vD = ω ⋅ C1D.

Znaj c warto  Cv , wyznaczy  mo na pr dko  k tow  ω z zale no ci .
1CC

vC=ω

Korzystaj c z proporcji 
CA
CC

OA
OC 1=  wyznaczono

,
221

rh

rh
OA

CAOCCC
+

⋅=⋅=

a nast pnie obliczono

2211 22
rh

rhCCBB
+

⋅==

i ( ) ( ) ( ) .2
22

22
22

1
22

11
rh
rhrrCCCDCCDC

+
+=+=+=

Kinematyka bry y
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Rys. 2.3.10a

Podstawiaj c 
hr

rhv
CC
v

C
C

22

1

+==ω  i obliczone warto ci BB1 i C1D, otrzymano:

.2,2
2






+==

h
rvvvv CDCB

Wyznaczaj c chwilow  o  przyspiesze  E i przyspieszenie k towe ε sto ka, mo -
na wyznaczy  przyspieszenia punktów B i D.

Wektor pr dko ci k towej ω  ma sta  warto  i obraca si  z pr dko ci  k tow  1ω
w czasie przetaczania si  sto ka po p aszczy nie Π (rys. 2.3.10a). Mo na wi c zapisa ,
e ,1 ωω=ε x  a wi c wektor ε  jest prostopad y do ωω i1 , tym samym o  E jest prosto-

pad a do osi Ω i z (pokrywa si  z osi  x). Warto  pr dko ci 1ω  wyliczy  mo na albo
z rozk adu wektora 21 ω+ω=ω , albo obliczaj c warto  pr dko ci Cv  wzgl dem osi z,

tj. .i 2

22

1
111

h
rhv

OC
vOCv C

C
C

+==ω⋅ω=

Warto  przyspieszenia ε  wynosi .90sin 3

22
2o

1
rh

rhvC
+=ωω=ε

Sk adowe przyspieszenia punktu B wynosz :

sk adowa obrotowa ,22
3

22
2

0 rh
rh

rhvOBa C
B ++=⋅ε=

sk adowa doosiowa .2 3

22
2

1
2

rh
rhvBBa C

B
d

+=⋅ω=

Rozk ad przyspiesze  w punkcie B pokazano na rysunku 2.3.10b.
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Rys. 2.3.10b

Oznaczaj c k t sto ka przez α, otrzymuje si

( ) ( ) .cos2 0
22

0 α−+= B
d

BB
d

B
B aaaaa

Obliczaj c 22

22
1cos

rh
rh

OB
OB

+
−==α  i dokonuj c podstawie , otrzymano

( ) ( )
.

4
3

3222222
2

rh

rhrhrh
va CB

+++
=

Sk adowe przyspieszenia punktu D wynosz :

( )( )
.

2

,,

2

2222
2

1
2

12

22
2

10

rh
rhrhvDCa

hOCDD
rh

rhvDDa

C
D
d

C
D

++
=⋅ω=

==+=⋅ε=

Kinematyka bry y
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Ze wzgl du na to, e istotn  trudno  sprawia wyznaczenie k ta pomi dzy tymi
sk adowymi, warto  przyspieszenia Da  obliczy  mo na, wyznaczaj c wspó rz dne:

.
2

2sin1
2

cos,
2

sin

,cos1sin,
2

cos:gdzie

,
2

cossin

,
2

sin

,cos

22
22

2
22

22

1

0

α−=α+
+

==α

β−=β
+

+==β

α+β−=

α−=

β=

rh
rh

r
OB
BC

rh
rh

DC
CD

aaa

aa

aa

DD
dDz

Dy

D
dDx

Po podstawieniu danych otrzymano

.
)23(

2

2222
2222

rh
rhrh

vaaaa CDzDyDxD
++

=++=

Ad 2)

W obliczeniach analitycznych pr dko ci i przyspiesze  korzysta si  z gotowych równa :

.)(

,)(

,)(

,

,

,

2

2

2

zzyxxya

yzyxzxa

xzyxyza

xyv

zxv

yzv

zyxzyxz

zyxyxzy

zyxxzyx

yxz

xzy

zyx

⋅ω−⋅ω+⋅ω+⋅ωω+⋅ε−⋅ε=

⋅ω−⋅ω+⋅ω+⋅ωω+⋅ε−⋅ε=

⋅ω−⋅ω+⋅ω+⋅ωω+⋅ε−⋅ε=

⋅ω−⋅ω=

⋅ω−⋅ω=

⋅ω−⋅ω=

Znaj c wspó rz dne rozpatrywanego punktu, wspó rz dne pr dko ci i przyspie-
szenia k towego oraz warto  pr dko ci k towej, z powy szych równa  mo na wyzna-
czy  wspó rz dne pr dko ci i przyspieszenia liniowego w zale no ci od czasu lub
w zadanym po o eniu.
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W rozpatrywanym przypadku, oblicze  dokonano dla punktu B. Dla rozpatrywa-
nego po o enia punktu B okre lono:

,,0,0,

,,0,,0

,2,,0

3

22
2

22

22
22

22
22

22

rh
rhv

rh
rhv

rh
rh

rhzrh
rh
rhyx

Czyx

Czyx

BBB

+=ε=ε=εε=ε

+=ω=ωω=ω=ω

+
+

=+
+
−==

a nast pnie obliczono:

.

,,2,0

,2,0,0,

222

22
3

22
2

2

22

BzByBxB

CBzCByBx

CBBzByBBx

aaaa

rh
rh

rhva
h

rhvaa

vvvvzv

++=

++−=+−==

===ω=

Post puj c analogicznie, obliczy  mo na pr dko  i przyspieszenie punktu D.

ZADANIE 2.3.11

W mechanizmie ró nicowym nap dzane s  dwie tarcze z pr dko ciami k towymi
ω1 = 3 s–1 i ω2 = 1 s–1 (rys. 2.3.11). Ko o satelitarne o poziomej osi obrotu przetacza si
na skutek ró nicy pr dko ci k towych ω1 i ω2. Maj c dane promienie r = 0,5 m, R = 1 m
obliczy  pr dko  k tow  satelity wzgl dem osi w asnej oraz pr dko  i przyspiesze-
nie k towe satelity.

Rys. 2.3.11

Kinematyka bry y
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Rozwi zanie

Ko o satelitarne porusza si  ruchem kulistym, którego punkt kulisty znajduje si
w punkcie O. Pozosta e punkty satelity pozostaj  podczas ruchu w tej samej odleg o ci od
punktu O, a tarcze i o  satelity poruszaj  si  ruchami obrotowymi dooko a osi pionowej.
Po o enie chwilowej osi obrotu satelity zale y od warto ci pr dko ci k towych ω1 i ω2,
przy czym le y ona w przestrzeni poza rzeczywistymi punktami satelity (rys. 2.3.11a).

Znaj c ω1 i ω2 obliczy  mo na pr dko ci punktów A i B:

vA = ω1 ⋅ R,   vB = ω2 ⋅ R.

Z drugiej strony, pr dko ci te policzy  mo na wzgl dem chwilowej osi obrotu Ω:

vA  = ω ⋅ AA1,   vB = ω ⋅ BB1,   ω – pr dko  chwilowa satelity.

Z zale no ci tych wynika proporcja ,
1

1
AA
BB

v
v

A

B =  przy czym AA1 = KK1 + r sin α,
BB1 = KK1 – r sin α, KK1 = R cos α.

Po o enie chwilowej osi obrotu Ω (rys. 2.3.11b) okre la k t obliczony z powy -
szych zwi zków

.tg
21

21
ω+ω
ω−ω⋅=

+
−⋅=α

r
R

vv
vv

r
R

BA

BA

Wyznaczaj c 
α−α

⋅ω==ω
sincos

2

1 rR
R

BB
vB  i obliczaj c dla danych liczbowych tg α = l,

α = 45o, otrzymano warto  pr dko ci k towej chwilowej ko a satelitarnego .s22 1−=ω
Wektor ω  rozk ada si  na rω  i uω  (rys. 2.3.11b).

Rys. 2.3.11a Rys. 2.3.11b
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Pr dko  k tow  ωr satelity wzgl dem osi w asnej obliczy  mo na ze wzoru
ωr = ωsinα i po podstawieniu danych otrzymuje si  ωr = 2 s–1.

Warto ci pr dko ci k towych ω1 i ω2 s  sta e, wi c i k t α nie zmienia si , tak wi c
sta a jest te  warto  pr dko ci ω . Wobec tego przyspieszenie k towe ε  wynika tylko
ze zmiany kierunku wektora ω i jest prostopad e do ωω iu  zgodnie z równaniem

,ω×ω=ε u  warto  ωu = ω cos α. Warto  przyspieszenia ε  wynosi

( ) .s4
2
2

2
222cossinsin 222 −=⋅=ααω=α⋅ω⋅ω=ε u

ZADANIE 2.3.12

Pr t AB obraca si  wokó  w asnej osi ED z pr dko ci  ωr = 2 s–1 i równocze nie
razem z ramk  wzgl dem osi pionowej KL z pr dko ci  k tow   ω0 = 1 s–1 (rys. 2.3.12).
Maj c dane α = 30o, l = l m, r = 0,2 m, CD = 0,5 m, obliczy  pr dko  i przyspieszenie
punktów A i B.

Rozwi zanie
Pr t AB porusza si  ruchem kulistym, a punkt C porusza si  po okr gu wzgl dem

osi KL w wyniku ruchu obrotowego ramki. Pr dko  k tow  chwilow  oraz kierunek
chwilowej osi obrotu Ω wyznaczy  mo na, sk adaj c wektory 0i ωωr  (rys. 2.3.12a):

,0 rω+ω=ω

( ).90cos2 0
22

0 α−ωω+ω+ω=ω rr

Rys. 2.3.12 Rys. 2.3.12a

Kinematyka bry y

l

r
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l
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Pr dko ci punktów A i B wyznaczono wzgl dem chwilowej osi obrotu z zale no ci:

., 21 dvdv BA ⋅ω=⋅ω=

Odleg o ci d1 i d2 obliczy  mo na nast puj co (rys. 2.3.12a)

,,
cos

,

,cos2,sin

22

121

rACCDlCDODOCACOCOA

rddOAd

=−
α

=−=+=

γ+=δ=

.1cos,sin,sincoscossinsin,

,cos1cos,cossin,
)90(sinsin

22

22
0

200

ACOA
OAOA

AC +=η=ηηγ−ηγ=δη−γ=δ

αω−ω
ω

=γα
ω

ω
=γ

α+
ω=

γ
ω

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:

d1 = 2 cm,   d2 = 40,36 cm,   ω = 2,64 s–1,   vA = 6,86 cm/s,   vB = 106,55 cm/s.

Warto  pr dko ci ω jest sta a i w zwi zku z tym przyspieszenie k towe
,0 rω×ω=ε  a jego warto  jest równa ε = ω0ωr sin (90 – α) = 1,73 s–2. Prosta przy-

spieszenia ε  jest prostopad a do wektorów rωω i0  i przechodzi przez punkt kulisty O
(rys. 2.3.12b).

Rys. 2.3.12b

Przyspieszenia liniowe punktów A i B równe s  sumom geometrycznym przyspie-
sze  doosiowych i obrotowych:

( )
( ) ).(180,k t,

,180,k t,

o

o

η+γ−=+=

δ−=+=

B
o

B
d

B
o

B
dB

A
o

A
d

A
o

A
dA

aaaaa

aaaaa
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Warto ci poszczególnych sk adowych wynosz :

,cm/s6,11858,6873,1

,cm/s2,186,27

2

2
1

2

=⋅=⋅ε=

=⋅=⋅ω=

OAa

da

A
o

A
d

,cm/s6,118

,cm/s3,28136,407

2

2
2

2

==⋅ε=⋅ε=

=⋅=⋅ω=

A
o

B
o

B
d

aOAOBa

da

Warto ci przyspiesze  BA aa i  równe s :

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) .)(cos2

,cos2

0
22

0

0
22

0

η+γ−+=

δ−+=

B
d

BB
d

B
B

A
d

AA
d

A
A

aaaaa

aaaaa

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano: aA = 136,6 cm/s2, aB = 198,4 cm/s2.

ZADANIE 2.3.13

Walec kruszarki toczy si  po bie ni bez po lizgu z pr dko ci  k tow  ω0 = 0,5 t
wzgl dem osi pionowej (ω0 [s–1], t [s]) (rys. 2.3.13). Dla danych OC = h = 1 m, r = 0,5 m
obliczy  przyspieszenie najwy ej po o onego punktu A walca.

Rys. 2.3.13

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano dwoma sposobami:
1) wykorzystuj c wektorowy rozk ad przyspiesze ,
2) metod  analityczn .

Kinematyka bry y
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Ad 1)
Przyspieszenie punktu A walca oblicza si  jako sum  geometryczn  przyspiesze-

nia doosiowego i obrotowego

,odA aaa +=

przy czym

)(),( 2121 oooAd aaAOAOaAOva +=×ε+ε=×ε=×ω×ω=×ω= ,

gdzie:
ω – wektor chwilowej pr dko ci k towej wzgl dem osi chwilowej Ω,
ε – wektor chwilowego przyspieszenia k towego wzgl dem osi chwilowej E,

sk adowe 21 i εε  wynikaj  ze zmiany warto ci i kierunku pr dko ci ω, co oznacza, e
przyspieszenie obrotowe oa  punktu A mo na roz o y  na dwie sk adowe 21 i oo aa .
Pierwsza jest prostopad a do osi Ω, a druga do wektora 2ε .

Wyznaczy  wi c nale y pr dko  ω i przyspieszenie ε oraz po o enie osi chwilo-
wych Ω i E. O  Ω chwilowego obrotu przechodzi przez punkt kulisty O i punkt B
(rys. 2.3.13a). Z rozk adu pr dko ci

ω wynika, e ,sin0 α==
ω

ω
OB
r  a wi c 

r
rh 22

0
+ω=ω  i jest funkcj  czasu, poniewa

funkcj  czasu jest pr dko  ω0.

Rys. 2.3.13a
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Sk adowe przyspieszenia ε  s  równe:

,czymprzy),osiwersor(, 2100201 ε+ε=εΩτωω=εωτ=ε x
dt
d

a ich warto ci wynosz :

.cos)90(sin, 2
0

22
2
002

22

01 r
h

r
rh

r
rh

dt
d ω=α+ω=α−ωω=ε+ω=ω=ε

Rozk ad przyspiesze  21 i εε  oraz po o enie chwilowej osi E pokazano na rysun-
ku 2.3.13a. Przyspieszenie 2ε  jest prostopad e do wektorów .i0 ωω

Warto  przyspieszenia doosiowego wynosi:

.2cos2cos 222
0

222 rh
r
hrABAKad +ω=α⋅ω=α⋅ω=⋅ω=

Warto ci sk adowych 0201 i aa  przyspieszenia obrotowego oa  wynosz :

( ) ,22180sin 01101 ω=⋅ε=α−⋅⋅ε= hAKOAa

.90sin 222
0

o
202 rh

r
hOAa +ω=⋅⋅ε=

Zatem przyspieszenie punktu A zapisa  mo na jako sum

.0201 aaaa dA ++=

Warto  przyspieszenia Aa  obliczy  mo na, wyznaczaj c jego wspó rz dne:

.cos,sin,cos)(

,sin)(

,

222202

02

01

rh

h

rh

raaa

aaa

aa

dz

dy

x

+
=α

+
=αα−=

α+−=

−=

Dla danych liczbowych otrzymano:

a01 = 1 m/s2,    a02 = 0,56 t2 m/s2,    ad = 1,12 t 2 m/s2,

sin α = 0,4472,    cos α = 0,8944

oraz

( )

].m/s[81,01

])8944,056,0()4472,068,1[(1

24

2222222

t

taaaa zyxA

+=

=⋅−+⋅−+−=++=

Ruch z o ony punktu
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Ad 2)
W tym przypadku korzysta si  bezpo rednio z wzorów okre laj cych wspó rz dne

przyspieszenia, tzn.:

.)(

,)(

,)(

2

2

2

zzyxxya

yzyxzxa

xzyxyza

zyxzyxz

zyxyxzy

zyxxzyx

ω−ω+ω+ωω+ε−ε=

ω−ω+ω+ωω+ε−ε=

ω−ω+ω+ωω+ε−ε=

Dla punktu A:

.oraz,,0

,sin,cos,
,,,0

2
0

22
0

112

ω+ω=ωω=ωω−=ω=ω

αε=εαε−=εε=ε
===

rzryx

zyx

rzhyx

Dokonuj c oblicze  warto ci ε1, ε2, ωr, sinα i cosα jak w przypadku 1), otrzyma-

no ostatecznie, z zale no ci 222
zyxA aaaa ++=  warto  przyspieszenia punktu A

].m/s[81,01 24ta A +=

2.4. Ruch z o ony punktu
ZADANIE 2.4.1

Punkt K porusza si  wg równania tsin
4
π=α  po obwodzie ruchomej tarczy o pro-

mieniu r = 1 m (rys. 2.4.1). Tarcza porusza si  na skutek oddzia ywania na ni  przez prze-
guby A i B dwóch równoleg ych korb nap dowych O1A i O2B o d ugo ciach R = 1 m.

Ruch ka dej korby okre la równanie .rad
3
1 t=ϕ  Obliczy  pr dko  i przyspieszenie

bezwzgl dne punktu K w chwili .s
21
π=t

Rys. 2.4.1
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Rozwi zanie
Korby O1A i O2B poruszaj  si  ruchem obrotowym odpowiednio wzgl dem osi

obrotów w punkcie O1 i O2, natomiast tarcza porusza si  ruchem post powym (dowol-
ny odcinek, np. odcinek OA, przemieszcza si  stale równolegle) krzywoliniowym.
Ruch punktu K wzgl dem tarczy jest ruchem wzgl dnym, a ruch punktu K zwi zanego
sztywnie z tarcz  („ ladu” KT punktu K na tarczy) i poruszaj cego si  razem z tarcz
jest ruchem unoszenia. Ruch wzgl dny jest ruchem po okr gu, a ruch unoszenia jest
ruchem post powym. Pr dko  bezwzgl dna punktu K jest sum  geometryczn  pr d-
ko ci unoszenia i wzgl dnej

.wubK vvvv +==

Ruch wzgl dny rozpatruje si  tylko jako ruch wzgl dem tarczy, tzn. nie uwzgl d-
nia si  chwilowo ruchu samej tarczy i w zwi zku z tym pr dko  wzgl dna równa jest

,cos
4

trrrv ww
π=α=ω=

a w chwili

.0)(,
2 11 =π= tvt w

Pr dko  unoszenia rozpatruje si  jako pr dko  KTv  ladu KT punktu K, tj. punktu
sztywnie zwi zanego z tarcz . Ruch unoszenia jest ruchem post powym i w zwi zku
z tym BAKTu vvvv ===  (rys. 2.4.1a). Warto  pr dko ci unoszenia obliczy  mo na

wyznaczaj c warto  pr dko ci punktu A: m/s.33,0
3
1

01 ==ϕ=ω== RRRvv Au

Poniewa  0=wv  w chwili t1, wi c m/s33,0=== ubK vvv  dla t = t1.
Przyspieszenie punktu K wyznaczono na podstawie rozk adu przyspiesze  w ru-

chu z o onym

,coraaaaa wubK ++==

gdzie wu va ×ω= 2cor  jest przyspieszeniem Coriolisa. Ruch unoszenia jest ruchem po-
st powym i w zwi zku z tym pr dko  k towa unoszenia 0=ωu  i przyspieszenie
Coriolisa .0cor =a

Przyspieszenie unoszenia jest równe przyspieszeniu punktu KT, tj.

,unu
n

u aaaaaa
KTKTKT

+=+== τ
τ

przy czym .AnAAu aaaa +== τ

Ruch z o ony punktu
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Rys. 2.4.1.a Rys. 2.4.1b

Przyspieszenie wzgl dne punktu K wzgl dem punktu 0 równe jest

.wnww aaa += τ

Obliczaj c:

,cos
16

,sin
4

,m/s11,0
9
1

,0

2
2

22

222
01

01

trrra

trrra

RRRaa

RRaa

wwn

ww

Anun

Au

π=α=ω=

π−=α=ε=

==ϕ=ω==

=ϕ=ε==

τ

ττ

otrzymuje si  w chwili :s
21
π=t

,m/s11,0,0 2==== ττ AnunAu aaaa

.105)]()([180)(oraz0,m/s
44

o
11

o
1

2 =ϕ+α−=β=π−=π−=τ tttara wnw

Rozk ad przyspiesze  pokazano na rysunku 2.4.1b. Warto  przyspieszenia punk-
tu K w chwili t1 wynosi:

.m/s83,0cos2 222 =β⋅++== ττ uunwunbK aaaaaa
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ZADANIE 2.4.2

Punkt K porusza si  po tarczy zgodnie z równaniem  [m], 
3
1 3ts =  tarcza za  o pro-

mieniu r = 1 m obraca si  ze sta  pr dko ci  k tow  ω0 = 1 s–1 wzgl dem osi piono-
wej (rys. 2.4.2). Obliczy  pr dko  i przyspieszenie bezwzgl dne bb av i  punktu K
w chwili t1 = 2 s.

Rys. 2.4.2 Rys. 2.4.2a

Rozwi zanie
Ruch wzgl dny punktu K jest ruchem po okr gu o promieniu r wzgl dem rodka

tarczy. Ruch unoszenia jest ruchem punktu K sztywnie zwi zanego z tarcz , tzn. jest
ruchem obrotowym tarczy wzgl dem pionowej osi obrotu. Pr dko  bv  i przyspiesze-
nie ba  oblicza si  z równa  wektorowych:

.

,

coraaaa

vvv

wub

wub

++=

+=

Warto  pr dko ci unoszenia i wzgl dnej w danej chwili jest równa:

., 2
0 tsvrrv wuu ==ω=ω=

Oba wektory s  styczne w punkcie K do obwodu tarczy, przy czym ich zwroty s  prze-
ciwne. W zwi zku z tym warto  pr dko ci bv  równa jest vb = vw – vu, a dla t = t1 vb = 3 m/s.

Ruch z o ony punktu
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Przyspieszenie unoszenia i wzgl dne oblicza si  z zale no ci:

., wnwwunuu aaaaaa +=+= ττ

Warto ci poszczególnych sk adowych wynosz :

.1

,2

,

,0

4
2

2
0

2

00

t
rr

va

tsa

rra

rrra

w
wn

w

uun

uu

==

==

ω=ω=

=ω=ε=ε=

τ

τ

Przyspieszenie Coriolisa jest równe

.22 0cor wwu vva ×ω=×ω=

Warto  przyspieszenia cora  wynosi

.290sin2 2
0

o
0 tva wC ω=ω=

Rozk ad przyspiesze  w punkcie K pokazano na rysunku 2.4.2a.
Oznaczaj c ,cor1 aaaa unwn ++=  otrzymano:

( ) ,22
cor

22
1 ττ +−+=+= wunwnwb aaaaaaa

a dla chwili t1 = 2 s, ab = 9,85 m/s2.

ZADANIE 2.4.3

Wzd u  tworz cej sto ka obracaj cego si  dooko a osi pionowej przemieszcza si
tulejka K (rys. 2.4.3). Dla danych: ω = 2t s–1, s = 2t2 m, α = 30o obliczy  pr dko
i przyspieszenie bezwzgl dne tulejki K w chwili t1 = 1 s.

Rozwi zanie
Wzgl dem uk adu ruchomego, jakim jest sto ek, ruch tulejki K jest ruchem

wzgl dnym. Jest to ruch prostoliniowy opisany równaniem s = 2t2. Ruch punktu K
zwi zanego „my lowo” w danej chwili sztywno ze sto kiem jest ruchem unoszenia. Ze
wzgl du na ruch obrotowy sto ka jest to ruch po okr gu o promieniu OK z pr dko ci
k tow  ω . Pr dko  bezwzgl dn  bv  wyznacza si  z zale no ci

.wub vvv +=
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Rys. 2.4.3

Warto ci sk adowych w ruchu unoszenia i wzgl dnym s  równe:

.4

,2sin 3

tsv

tAKOKv

w

uu

==

=α⋅⋅ω=⋅ω=

Z rozk adu pr dko ci pokazanego na rysunku 2.4.3a wynika, e ,22
wub vvv +=

a dla chwili t1 = 1 s wynosi vb ≅ 4,5 m/s.
Przyspieszenie bezwzgl dne oblicza si  z zale no ci:

.coraaaa wub ++=

Ze wzgl du na ruch obrotowy sto ka przyspieszenie unoszenia wynosi:

unuu aaa += τ
i

,corwunub aaaaa +++= τ

gdzie .22cor wwu vva ×ω=×ω=

Warto ci poszczególnych sk adowych s  równe:

( ) .8sin2180sin2

,4

.4sinsin

,2sinsin

2
cor

32222

2

tvva

sa

tsAKOKOKa

rsAKOKOKOKa

wwu

w

uun

uuu

=αω=α−ω=

==

=α⋅⋅ω=α⋅ω=⋅ω=⋅ω=

=α⋅⋅ω=α⋅⋅ω=⋅ω=⋅ω=⋅ε=τ

Ruch z o ony punktu

A

ω
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Kierunek przyspieszenia Coriolisa cora  wynika z zapisu wektorowego tego przy-
spieszenia, co pokazano na rysunku 2.4.3b, rozk ad przyspiesze  pokazano na rysun-
ku 2.4.3c. Ze wzgl du na przestrzenny rozk ad przyspiesze  wygodnie jest wyznaczy
wspó rz dne przemieszczenia bezwzgl dnego w przyj tym uk adzie odniesienia, a nast p-
nie obliczy  warto  przyspieszenia bezwzgl dnego ze wzoru .222

bzbybxb aaaa ++=

Rys. 2.4.3a Rys. 2.4.3b

Rys. 2.4.3c Rys. 2.4.3d

ω ω

32−



�
�
��
�
�
�

135

Dokonuj c odpowiednich dzia a  otrzymano:
,sin unwbx aaa −α=

,cos

,cor

α−=

+= τ

wbz

uby

aa

aaa

i dla t1 = 1 s  ab ≅ 10,8 m/s2.
Kierunek przyspieszenia ba  pokazano pogl dowo na rysunku 2.4.3d.

ZADANIE 2.4.4

Dany jest mechanizm pokazany na rysunku 2.4.4. Korba nap dowa O1A porusza
si  ze sta  co do warto ci pr dko ci  k tow  ω wzgl dem osi obrotu prostopad ej
w punkcie O1 do p aszczyzny rysunku. Maj c dane r, R, k, l obliczy  pr dko  ω1 i przy-
spieszenie k towe ε1 korby O2C w funkcji k ta α.

Rys. 2.4.4 Rys. 2.4.4a

Rozwi zanie
Suwak A porusza si  wzgl dem ruchomego jarzma wzd u  pionowej prowadnicy

ruchem wzgl dnym; jest to ruch prostoliniowy. Ruch unoszenia suwaka A jest okre lo-
ny w danej chwili ruchem jarzma. Jest to ruch prostoliniowy o kierunku ruchu jarzma.
Ruch bezwzgl dny suwaka A wynika z ruchu korby O1A, której ko cem jest suwak.
Jest to ruch po okr gu o promieniu O1A = r z pr dko ci  k tow  ω. Korzystaj c z roz-
k adu pr dko ci w ruchu z o onym, obliczy  mo na pr dko  unoszenia ,uv  znaj c
warto  pr dko ci bezwzgl dnej bv  punktu A.

.wuAb vvvv +==

Rozk ad wektorów pr dko ci pokazano na rysunku 2.4.4a.

Ruch z o ony punktu

O2

jarzmo
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Mo na wi c zapisa :
,1 rAOvv Ab ω=⋅ω==

.sinsin αω=α= rvv Au

Pr dko  unoszenia punktu A jest równocze nie pr dko ci  jarzma i w zwi zku
z tym pr dko ci  bezwzgl dn  punktu B. Pr dko  unoszenia punktu B jest pr dko ci
tego punktu sztywnie z czonego w danej chwili z korb  O2C i wynikaj c  z ru-
chu tej korby. Ruch unoszenia punktu B jest wi c ruchem po okr gu o promieniu O2B.
Pr dko  wzgl dna punktu B jest pr dko ci  wzgl dem korby O2C. Ruch wzgl dny
jest ruchem prostoliniowym wzd u  korby O2C. Rozk ad pr dko ci punktu B pokazano
na rysunku 2.4.4b. Pr dko  k tow  ω1 korby O2C obliczy  mo na, znaj c pr dko

unoszenia uv′  punktu B; .
2

1 BO
vu′=ω

Rys. 2.4.4b

Pr dko  bezwzgl dna punktu B jest wi c równa vB = vu = ωrsinα, a pr dko
unoszenia punktu B .cos β=′ Bu vv

Obliczaj c ( ) ,cos,cos
2

22
2 BO

RklrRBO =β−+α+=  otrzymano

.
)cos(

sin
221

klrR
rR

−+α+
αω=ω

Poniewa  ω = const, wi c α = ωt i pr dko  ω1 wynosi

.
)cos(

sin
221

klrR
trR
−+α+

αω=ω

Przyspieszenie k towe ε1 mo na obliczy  jako pochodn  ω1 wzgl dem czasu

.sin
)cos(

)cos(2cos
)cos(

2
2222

2
1

1











α

−+α+
−+α+α

−+α+
ω=ω=ε

klrR
klrr

klrR
rR

dt
d

Przyspieszenie ε1 otrzyma  mo na te , korzystaj c z wektorowych równa  przy-
spiesze  punktu A i B.
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Rozpatruj c ruch z o ony tych punktów, otrzymuje si  równania:

,, coraaaaaaa wBuBBwAuAA ++=+=

przy czym:

,, BuAAnAA aaaaa =+= τ

wwucor

n
uBuBuB

vva

aaa

×ω=×ω=

+= τ

122

,

i w zwi zku z tym

.

,

coraaaaa

aaaa

wB
n
uBuBB

wABAnA

+++=

+=+

τ

τ

Rozk ad przyspiesze  pokazano na rysunku 2.4.4c i 2.4.4d.

Rys. 2.4.4c Rys. 2.4.4d

Obliczaj c:

,sinsin2sinsin2sin290sin2

,

,

,0

111
o

1cor

2
2
1

22

βαωω=βαω=βω=′ω=

⋅ω=

ω=⋅ω=

=⋅ω=τ

rvvva

BOa

rOAa

OAa

ABw

n
uB

An

A

oraz rzutuj c na osie x i y uk adu odniesienia (rys. 2.4.4d) równania wektorowe przy-
spiesze  z uwzgl dnieniem powy szych zale no ci oraz obliczonych wcze niej warto-
ci ω1, O2B i k ta β, otrzymano

.sin
)cos(

)cos(2cos
)cos(

2
2222

2












α

−+α+
−+α+α

−+α+

ω=τ

klrR
klrr

klrR

rRauB

Ruch z o ony punktu
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Przyspieszenie k towe ε1 korby O2C wylicza si  z zale no ci 
BO

auB

2
1

τ
=ε  i osta-

tecznie otrzymuje si

.sin
)cos(

)cos(2cos
)cos(

2
2222

2

1











α

−+α+
−+α+α

−+α+
ω=ε

klrR
klrr

klrR
rR

ZADANIE 2.4.5

W mechanizmie czworoboku przegubowego O1ABO2 (rys. 2.4.5) nap dzana jest
korba O1A = r ze sta  pr dko ci  k tow  ω = 1 s–1. Wzd u  pr ta AB porusza si
tulejka Kt zgodnie z prawem ruchu

m.)1(
2
1 tsAKt +==

W chwili t1 = 1 s korba O1A przyjmuje po o enie poziome, a korba O2B pionowe.

Rys. 2.4.5

Wyznaczy  w tym po o eniu pr dko  i przyspieszenie bezwzgl dne tulejki Kt, je eli

.
2
13m,2 2 lrRBOlAB =====

Rozwi zanie
Punkt Kt porusza si  ruchem z o onym. Ruch wzgl dny jest ruchem wzgl dem

uk adu ruchomego, tzn. ruchem wzgl dem pr ta AB. Jest to ruch prostoliniowy zgodnie
z równaniem s(t). Ruch unoszenia jest ruchem punktu K zwi zanego sztywnie z pr tem
AB w danej chwili i poruszaj cego si  razem z nim. Pr t AB porusza si  ruchem p a-
skim i ruch unoszenia tulejki Kt rozpatrywany jest jak ruch punktu bry y w ruchu p a-
skim. Pr dko  bezwzgl dna tulejki jest równa

.wub vvv +=

Pr dko  unoszenia wyznaczona mo e by  z rozk adu pr dko ci w ruchu p askim
(ruch unoszenia jest ruchem p askim)

.KAAKu vvvv +==

Kt
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Rozk ad pr dko ci w ruchu unoszenia w po o eniu mechanizmu w chwili t1 = 1 s
(tulejka Kt jest wówczas w po o eniu ls

2
1= ) pokazano na rysunku 2.4.5a. Pr dko

bieguna A wynosi vA = ω ⋅ O1A = ω ⋅ r.

Rys. 2.4.5a

Pr dko  wzgl dem bieguna vKA obliczy  mo na z proporcji

.
2
1tj., BABAKA

BAKA v
AB
KAvv

AB
v

KA
v ===

Pr dko  punktu B wzgl dem bieguna A wyznaczy  mo na z rozk adu pr dko ci
w punkcie B (rys. 2.4.5a)

.BAAB vvv +=

Wynosi ona

,
coscos α

⋅ω=
α

= rvv A
BA

przy czym .30,
2
3cos o

2
2

2
2 =α=

−
==α

AB
BOAB

AB
AO

Sk adowe pr dko ci unoszenia wynosz  wi c:

.
3
3, rvrv KAA ω=ω=

Pr dko  wzgl dna jest równa

.m/s
2
1== svw

Ruch z o ony punktu

O2
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Pr dko  bezwzgl dn  tulejki Kt mo na zapisa  wi c jako sum  wektorow

,wKAAb vvvv ++=

co pokazano na rysunku 2.4.5b.
Obliczaj c:

,cos

,sin

KAAby

Awbx

vvv

vvv

−α=

α+=

pr dko  bezwzgl dn  wyznaczono z zale no ci 22
bybxb vvv += i dla danych liczbo-

wych otrzymano vb ≅ 0,1 m/s.

Rys. 2.4.5b

Przyspieszenie bezwzgl dne tulejki równe jest

.coraaaa wub ++=

Przyspieszenie unoszenia wyznaczone mo e by  z rozk adu przyspiesze  w ruchu
p askim

.n
KAAKAAu KA

aaaaaa ++=+= τ

Przyspieszenie aA = aAn = ω2r,
poniewa  ω = const i  a wi c aAτ = 0.

Przyspieszenie .
3

2)( 222

l
r

KA
va KAn

KA
ω==

Kt
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Przyspieszenie τ
KAa  wyznaczy  mo na, obliczaj c przyspieszenie punktu B:

BAAB aaa +=  wzgl dnie .n
BABAABnB aaaaa ++=+ τ

τ

Rozk ad przyspiesze  przedstawiono na rysunku 2.4.5c. Rzutuj c powy sze rów-
nanie na o  Y przyj tego uk adu odniesienia otrzymano

,tg
cos

α+
α

−=τ n
BA

Bn
BA aaa

przy czym ,
R
tg

R
tg 22222

2

2 αω=α== rv
BO

va AB
Bn

.
cos

)(
2

222

α
ω==

l
r

BA
va BAn

BA

Rys. 2.4.5c

Znaj c przyspieszenie ,τ
BAa  wyznaczy  mo na przyspieszenie τ

KAa  z zale no ci:

.
2
1.tzn, τττ

ττ
=== BABAKA

BAKA a
AB
KAaa

AB
a

KA
a

Przyspieszenie wzgl dne tulejki Kt jest równe .0== saw
Przyspieszenie Coriolisa tulejki Kt zapisa  mo na jako iloczyn wektorowy:

,2cor wu va ×ω=  gdzie pr dko  k towa uω  ruchu unoszenia jest pr dko ci  k tow  ABω
w obrotowym ruchu wzgl dnym pr ta AB (jako sk adowym ruchu p askiego pr ta).

Ruch z o ony punktu
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Warto  przyspieszenia Coriolisa wynosi:

.
cos
2,2290sin2 o

cor α
ω==⋅ω=⋅ω=

l
srv

AB
vvva w

BA
wABwu

Tak wi c przyspieszenie bezwzgl dne tulejki Kt zapisa  mo na

.coraaaaa n
KAKAAb +++= τ

Rozk ad przyspiesze  pokazano na rysunku 2.4.5d.

Rys. 2.4.5d

Obliczaj c wspó rz dne przyspieszenia bezwzgl dnego, otrzymano:

.sin

,cos

coraaaa

aaa

KAAby

n
KAAbx

−+α−=

−α=

τ

Z zale no ci 22
bybxb aaa +=  dla danych liczbowych otrzymano ab = 0,25 m/s2.

ZADANIE 2.4.6

Tarcza o promieniu r (rys. 2.4.6) wykonuje ruch obrotowy wzgl dem osi obrotu
prostopad ej do p aszczyzny rysunku w punkcie O. Do tarczy zamocowany jest przegu-
bowo w punkcie A pr t AK o d ugo ci r, poruszaj cy si  w p aszczy nie ruchu tarczy.

Ruch tarczy wzgl dem jej osi obrotu opisuje równanie ,
3
1 t=ϕ  a ruch pr ta wzgl dem

osi prostopad ej w punkcie A do p aszczyzny rysunku opisuje równanie .
4
1 t=α

Obliczy  pr dko  punktu K w chwili t1 = π s, je eli r = 1 m.

Kt
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Rys. 2.4.6 Rys. 2.4.6a

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano trzema metodami:
1) wykorzystuj c sko czone równania ruchu punktu K,
2) traktuj c ruch punktu K jako ruch z o ony,
3) traktuj c ruch pr ta jako ruch p aski.

Ad 1)
Wspó rz dne punktu K zapisano w nieruchomym uk adzie odniesienia (rys. 2.4.6a):

.
4
1sin

3
1sinsinsin

,
4
1cos

3
1coscoscos






 +=α+ϕ=






 +=α+ϕ=

ttrAKOAy

ttrAKOAx

K

K

Obliczaj c pochodne wzgl dem czasu, otrzymano wspó rz dne pr dko ci punktu K:

.
4
1cos

4
1

3
1cos

3
1

,
4
1sin

4
1

3
1sin

3
1






 +==






 +−==

ttryv

ttrxv

KKy

KKx

Z zale no ci 22
KKK yxv +=  dla t = = t1 = π s, otrzymano vK = 0,58 m/s.

Ruch z o ony punktu
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Ad 2)

Wprowadzaj c ruchomy uk ad odniesienia Oξη zwi zany z tarcz  (poruszaj cy
si  razem z tarcz ), ruch wzgl dny punktu K opisa  mo na k tem γ = ϕ(t) – α(t)
(rys. 2.4.6b). Pr dko  wzgl dna w obrocie pr ta AK wzgl dem osi obrotu w punkcie A
jest równa

.)( rAKAKv ww α−ϕ=⋅γ=⋅ω=

Rys. 2.4.6b Rys. 2.4.6c

Ruch unoszenia punktu K rozpatruje si  jako ruch ko ca pr ta AK unieruchomione-
go w danej chwili wzgl dem tarczy i poruszaj cego si  razem z tarcz , tj. ruch ladu K*
punktu K na p aszczy nie Oξη. Rozk ad pr dko ci pokazano na rysunku 2.4.6c.

Pr dko  unoszenia jest równa:

.
2

cos2*
γ⋅ϕ=⋅ω=ω== rOKrvv uuuKu

Pr dko  bezwzgl dn  obliczono z zale no ci

,cos222 δ−+== wuuwkb vvvvvv

gdzie .
2

cos
2

180coscos γ−=




 γ−=δ

Dla danych liczbowych otrzymano vK = vb = 0,58 m/s.
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Ad 3)

Wprowadzaj c uk ad ruchomy Aξ'η' (rys. 2.4.6d) tak, aby porusza  si  on ruchem
post powym podczas ruchu tarczy (osie tego uk adu poruszaj  si  stale równolegle),
ruch p aski pr ta AK rozpatruje si  jako ruch z o ony z post powego ruchu unoszenia
uk adu Aξ'η' (jest to ruch pr ta razem z uk adem Aξ'η') i obrotowego ruchu wzgl dne-
go, tj. ruchu obrotowego pr ta AK wzgl dem osi przechodz cej przez punkt A. Ruch
wzgl dny opisuje równanie α(t).

Rys. 2.4.6d Rys. 2.4.6e

Przyjmuj c biegun w punkcie A, pr dko  punktu K oblicza si  z równania
(rys. 2.4.6e)

.KAAK vvv +=

Warto ci sk adowych KAA vv i  wynosz :

,, rAKvrOAv KAA ⋅α=⋅α=⋅ϕ=⋅ϕ=

a warto  pr dko ci punktu K:

,cos222 θ++= KAAKAAK vvvvv  gdzie θ = ϕ – α.

Podstawiaj c dane liczbowe otrzymuje si  vK = 0,58 m/s.

Ruch z o ony punktu

'

'



�
�
��
�
�
�

146 KINEMATYKA

2.5. Sk adanie ruchów post powych i obrotowych

ZADANIE 2.5.1

Mechanizm korbowo-wodzikowy nap dza ruchom  platform , na której zamoco-
wany jest wahliwie podwieszony na pr tach pomost AB (rys. 2.5.1).

Dla danych:  m 0,4 = m, 0,6 = ,s
3
1,s25,0 1

1
1

0 Rr−− π=ωπ=ω obliczy  bezwzgl d-

n  pr dko  pomostu w chwili t1 = 1 s.

Rys. 2.5.1

Rozwi zanie
Pomost AB porusza si  ruchem z o onym: wzgl dnym ruchem post powym

wzgl dem platformy i post powym ruchem unoszenia wynikaj cym z post powego ru-
chu platformy.

Ruch bezwzgl dny pomostu jako z o enie dwóch ruchów post powych jest te
ruchem post powym. Obliczaj c pr dko  bezwzgl dn  dowolnego punktu pomostu
np. punktu A, wyznaczymy tym samym pr dko  bezwzgl dn  ca ego pomostu

,21 vvvA += gdzie 1v  jest pr dko ci  unoszenia (pr dko  platformy), 2v  jest pr dko-
ci  wzgl dn  (pr dko  wzgl dem platformy).

Rys. 2.5.1a

platforma
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Pr dko  v1 jako pr dko  dowolnego punktu platformy wyznaczy  mo na, obli-
czaj c w przyj tym, jak na rysunku 2.5.1a, uk adzie odniesienia wspó rz dne punktu K,
a nast pnie obliczaj c wspó rz dne pr dko ci:

.sin2sin2

,0,cos2cos2

001

0

tRRxv

ytRRx

K

KK

ωω−=αα−==

=ω=α=

Warto  pr dko ci w chwili t1 = 1 s wynosi

.m/s21,0)()( 11 π== txtv K

Pr dko  v2 obliczy  mo na wzgl dem punktu O1 ze wzoru: v2 = ω1 ⋅ O1A = ω1 ⋅ r.
W chwili t1 = 1 s v2 = 0,2π m/s. Ze wzgl du na to, e ω1 = const, ruch korby O1A

wzgl dem punktu O1 opisany jest równaniem ϕ = ω1t, sk d dla t = t1  ϕ = 60o.
Pr dko  bezwzgl dna punktu A, a tym samym pr dko  bezwzgl dna pomostu,

równa jest

.m/s56,0120cos2 o
21

2
2

2
1 =++== vvvvvv Ab

Identyczn  metodyk  oblicze  mo na zastosowa  do wyznaczenia przyspieszenia
pomostu.

ZADANIE 2.5.2

Korba OA obraca si  wokó  osi O z pr dko ci  k tow  ω0 i wprawia w ruch ko o
IV tocz ce si  bez po lizgu wewn trz ko a nieruchomego V. Ruch ko a IV powoduje
z kolei ruch ko a II – III i nast pnie ko a I (rys. 2.5.2). Znaj c promienie r1, r2, r3, r4
wyznaczy , pr dko ci k towe poszczególnych kó .

Rozwi zanie
Ko o I wykonuje ruch obrotowy wzgl dem osi O, natomiast ko a II – III i IV ruch

p aski, tj. ruch z o ony z ruchu unoszenia wynikaj cego z ruchu korby OA i ru-
chu wzgl dnego obrotowego odpowiednio wzgl dem osi przechodz cych przez rodki
kó  II – III i IV. Kierunek obrotu wzgl dnego wyznacza si  z pozycji obserwatora
„znajduj cego si  na ramie OA”.

Dla ka dego z kó  mo na napisa  zale no :

ωi = ωui ± ωwi ,      i  = 1, 2, 3, 4, 5,

gdzie ωi jest pr dko ci  k tow  bezwzgl dn , ωui jest pr dko ci  k tow  unoszenia
równ  ω0, a ωwi jest pr dko ci  k tow  wzgl dn .

Sk adanie ruchów post powych i obrotowych
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Rys. 2.5.2 Rys. 2.5.2a

Dla poszczególnych kó  pr dko ci k towe zaznaczono na rysunku 2.5.2a.
Tak wi c:

ω1 = ω0 – ωw1,

ω2 = ω3 = ω0 + ωw3,

ω4 = ω0 – ωw4,

ω5 = ω0 – ωw5 = 0    (ko o V jest nieruchome).

Wykorzystuj c powy sze zwi zki oraz zale no ci na prze o enia wzgl dne po-
szczególnych par kó :

,,,,
4

5

5

4

3

4

4

3

1

2

3

1
r
r

r
r

r
r

w

w

w

w

w

w =
ω
ω

=
ω
ω

=
ω
ω

otrzymano:

,

,

,

4

5
04

3

5
03

31

25
01

r
r
r
r

rr
rr

w

w

w

ω=ω

ω=ω

ω=ω
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a po podstawieniu r5 = r1 + r2 + r3 + 2r4 otrzymuje si  pr dko ci k towe poszczegól-
nych kó :

.

,)(2

,
)2()(

4

4321
04

3

4321
032

31

4212213
01

r
rrrr
r

rrrr
rr

rrrrrrr

+++
ω=ω

+++ω=ω=ω

−+−−
ω=ω

Dobieraj c odpowiednie d ugo ci promieni kó , uzyska  mo na nie tylko ró ne
warto ci pr dko ci k towych, ale równie  ró ne kierunki obrotów poszczególnych kó .

ZADANIE 2.5.3

W przek adni pasowej jak na rysunku 2.5.3 pr dko  k towa ramki równa jest ω0.
Ko o pasowe o promieniu r nap dzane jest z pr dko ci  k tow  ω1. Wyznaczy  pr d-
ko  k tow  ω2 ko a o promieniu R.

Rys. 2.5.3 Rys. 2.5.3a

Rozwi zanie
Pr dko  k tow  bezwzgl dn  kó  zapisa  mo na zale no ci

ωi = ωui ± ωwi,      i = 1, 2,

gdzie ωui jest pr dko ci  unoszenia wynikaj c  z ruchu ramki, tzn. ωui = ω0, a ωwi jest
pr dko ci  wzgl dn  (rys. 2.5.3a).

Sk adanie ruchów post powych i obrotowych
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Zatem ωl = ω0 + ωw1,

ω2 = ω0 + ωw2,

a po uwzgl dnieniu prze o enia wzgl dnego

r
R

w

w =
ω
ω

2

1

otrzymano ).( 0102 ω−ω+ω=ω
R
r

Dobieraj c odpowiednio promienie kó  oraz pr dko  k tow  ω1 uzyska  mo -
na ró ne warto ci pr dko ci k towej ω2 i ró ny kierunek obrotów tego ko a, np. dla






 −ω=ω

r
R101  pr dko  ω2 = 0 i ko o to porusza si  ruchem post powym, a dla

ω1 = ω0 pr dko  k towa ω2 równa si  ω0.
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3. Dynamika

3.1. Uwagi metodyczne dotycz ce rozwi zywania zada
z dynamiki

Zadania z dynamiki zaliczy  mo na ogólnie do dwóch grup: zada  dotycz cych dy-
namiki punktu materialnego i zada  dotycz cych dynamiki uk adu punktów materialnych.
Przez uk ad punktów materialnych w sensie mechanicznym rozumie si  uk ad, w którym
po o enie jednego punktu uzale nione jest od po o enia pozosta ych punktów. Je eli
odleg o ci pomi dzy punktami w uk adzie punktów materialnych nie zmieniaj  si , to
taki uk ad nazywa si  bry  lub cia em sztywnym. W zwi zku z tym dynamik  dzieli si
na trzy cz ci:

1) dynamik  punktu,
2) dynamik  uk adu punktów,
3) dynamik  bry y.

Przyst puj c do rozwi zywania zada  z dynamiki, mo na kierowa  si  poni szy-
mi wskazówkami metodycznymi.

– Zrozumie  zadanie.
– Podj  decyzj  dotycz c  umieszczenia rozpatrywanego problemu w jednej

z trzech cz ci dynamiki.
Nie zawsze jest to spraw  oczywist , poniewa  punkty materialne i ich

uk ady s  pewnymi modelami uk adów rzeczywistych (maszyn, urz dze  itp.).
Modelowanie takich uk adów wi e si  przede wszystkim z przyj ciem pew-
nych kryteriów dotycz cych osi gni cia za o onego celu i dlatego mo emy
na przyk ad w pewnych przypadkach traktowa  bry y jak punkty materialne,
a w innych nie.

– Wybra  odpowiedni  metod  do rozwi zania zadania.
Do rozwi zania okre lonego zadania mo emy zastosowa  wiele metod

wynikaj cych z praw i zasad mechaniki, tzn. e rozwi zanie uzyska  mo na,
wykorzystuj c równorz dnie ró ne prawa i zasady, np. II prawo Newtona
lub zasad  równowarto ci energii kinetycznej i pracy czy równania Lagrange’a
II rodzaju.
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Wybór metody zale y g ównie od atwo ci jej zastosowania dla danego
przypadku i szybko ci osi gni cia celu, tj. rozwi zania zadania.

– Sprawdzi  wymiary wyznaczonych wielko ci.
– Przeprowadzi , je eli to potrzebne, dyskusj  nad otrzymanymi wynikami oraz

analiz  rozpatrywanego problemu.
  Szczegó owe uwagi metodyczne dla poszczególnych typów zada  podano przy

ich rozwi zaniach.

3.2. Dynamika punktu materialnego
3.2.1. Ró niczkowe równania ruchu – wyznaczanie si

ZADANIE 3.2.1
Obliczy  warto  si y naci gu liny d wigu osobowego podczas ruchu kabiny

w dó , je eli ci ar kabiny wynosi G = 8000 N, jej przyspieszenie a = 0,4 g (g – przy-
spieszenie ziemskie), a si a oporu jazdy F = 0,2G.

Rozwi zanie
Ze wzgl du na post powy ruch kabiny traktowana jest ona jako

punkt materialny, do którego przy o ono wszystkie dzia aj ce si y
(rys. 3.2.1), przy czym si  naci gu S  liny przy o ono, stosuj c zna-
ne ze statyki metody uwalniania od wi zów.

Warto  si y naci gu S  liny obliczono bezpo rednio z równa-
nia ró niczkowego ruchu, które w przyj tym jak na rysunku 3.2.1
uk adzie odniesienia ma posta

,
3

1
SFGPxm

i
ix −−== ∑

=
gdzie:

,4,0, gaxg
Gm ===

g – przyspieszenie ziemskie,
F = 0,2G.

Obliczaj c ,4,0 GxmFGS =−−=  otrzymano ostatecznie S = 3200 N.
Warto  si y S  b dzie inna w przypadku ruchu ustalonego kabiny
oraz hamowania.

W przypadku ruchu ustalonego przyspieszenie 0=x   i  S = G – F = 0,8G = 6400 N.
Podczas hamowania z przyspieszeniem (opó nieniem), np. równym co do warto-

ci przyspieszeniu a = 0,4g, otrzymuje si

N.96002,1st di, ==+−= GSxmFGS

Znak „+” przy xm  wynika ze zmiany zwrotu przyspieszenia (opó nienia) w sto-
sunku do zwrotu przyspieszenia w okresie rozruchu (rys. 3.2.1).

Rys. 3.2.1
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ZADANIE 3.2.2

Wyznaczy  si  oporu wody w zale no ci od pr dko ci ódki, której ruch opisany

jest równaniem ,0 





= v

kg
Qx

gdzie:
Q – ci ar ódki,
k = const > 0,

v0 – pr dko  pocz tkowa ódki.

Rozwi zanie
Przyj to uk ad odniesienia jak na rysunku 3.2.2 i przy o ono do ódki (traktujemy

j  jak punkt materialny) si y: ci ko ci ódki Q, reakcji normalnej wody N  oraz oporu
wody R  na kierunku ruchu ódki.

Rys. 3.2.2

Wspó rz dne pr dko ci i przyspieszenia ódki na osi x s  odpowiednio:

., 00

t
Q
kg

x

t
Q
kg

x ev
Q
kgxaevxv

−−
−====

Uk adaj c równanie ró niczkowe ruchu w odniesieniu do osi x ,; g
QmRxm x ==

otrzymano ,0

t
Q
kg

x ekvR
−

−=  a uwzgl dniaj c wspó rz dn  pr dko ci vx, ostatecznie
obliczono si  oporu wody w zale no ci od pr dko ci: Rx = – kvx.

Znak „–” oznacza, e si a oporu wody i pr dko  ódki maj  przeciwne zwroty.

ZADANIE 3.2.3

Obliczy  si  w nici wahad a matematycznego o d ugo ci l i ci arze Q, je eli je-
go ruch opisany jest równaniem ϕ = ϕ0sin ωt (ϕ – k t odchylenia wahad a od pionu,
ω = const > 0).

Dynamika punktu materialnego

tQ
kg−

e−1
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Rys. 3.2.3

Rozwi zanie
Ze wzgl du na to, e ruch wahad a mo e by  opisany jedn  wspó rz dn  k to-

w  (ruch po okr gu), wygodnie jest wprowadzi  uk ad odniesienia jak na rysunku 3.2.3
(o  τ na kierunku stycznym, o  n na kierunku normalnym do toru). Do wahad a przy o-
ono si  ci ko ci Q  i si  reakcji R  nici, otrzyman  w wyniku oswobodzenia wahad a

od wi zów. Si a R  jest co do warto ci równa sile S  w nici.
Do wyznaczenia si y R  wystarczy wykorzysta  równania ró niczkowe ruchu

w odniesieniu do osi normalnej n

∑
=

=
n

i
inn Pma

1
,

gdzie an jest przyspieszeniem normalnym.
Podstawiaj c 2ϕ= lan  do równania ró niczkowego ruchu, otrzymuje si

,cos2 ϕ−=ϕ QRml
sk d

.cos2






ϕ+ϕ=

g
lQR

Ró niczkuj c równanie ruchu ϕ(t), otrzymano
.cos0 tωωϕ=ϕ

Podstawiaj c ϕ  do równania na si  R, otrzymuje si

( ) .sincoscos 0
2

22
0












ωϕ+ω

ωϕ
= tt

g
l

QR
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Warto  si y S  w nici równa jest warto ci si y R ; S = R. Korzystaj c z otrzyma-
nego wyra enia mo na obliczy  równie  warto  maksymaln  si y R .

.dla1
22

0
max π⋅=ω










+

ωϕ
= kt

g
l

QR

ZADANIE 3.2.4

Ruch punktu materialnego A o masie m opisany jest równaniem: x = x0 cos ωt,
y = y0sin ωt (ω = const). Wyznaczy  si  dzia aj c  na punkt, je eli porusza si  on po
g adkiej poziomej p aszczy nie.

Rys. 3.2.4a

Rozwi zanie
Do wyznaczenia dzia aj cej si y wykorzystano drugie prawo Newtona, zgodnie

z którym ,
1

PPam
n

i
i == ∑

=
 gdzie P  jest geometryczn  sum  si  czynnych i reakcji dzia-

aj cych na punkt o masie m i nadaj cych mu przyspieszenie a .
Z warunków zadania wynika, e ruch punktu A zachodzi tylko w p aszczy nie xy.

Na rysunku 3.2.4a przedstawiono punkt A o masie m z przy o onymi si ami: ci ko ci
i reakcj  normaln  p aszczyzny (reakcja styczna nie wyst puje ze wzgl du na to, e
p aszczyzna jest g adka). Na rysunku zaznaczono równie  orientacyjnie szukan  si  P.

Dynamika punktu materialnego
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Z trzech skalarnych równa :

,

,

,

zmP

ymP

xmP

z

y

x

=

=

=

do wyznaczenia si y P  wykorzystano dwa pierwsze. Obliczaj c:

,sin,cos

,cos,sin

2
0

2
0

00

tyytxx

tyytxx

ωω−=ωω−=

ωω=ωω−=

otrzymuje si  wspó rz dne si y P:

,sin

,cos

22
0

22
0

ymtmyP

xmtmxP

y

x

ω−=ωω−=

ω−=ωω−=

której modu  wynosi

,222222 rmyxmPPP yx ω=+ω=+=

gdzie r jest modu em wektora – promienia wodz cego punktu A (rys. 3.2.4b).

Kierunek si y P  okre li  mo na, wyznaczaj c cosinus kierunkowy k ta α, jaki
tworzy ona z osi  x

.cos
r
x

P
Px −==α

Kierunek si y P  jest taki sam jak kierunek wektora r ,  przy czym jej zwrot jest
przeciwny do zwrotu wektora r  (rys. 3.2.4b).

Punkt A porusza si  wi c po elipsie

12
0

2

2
0

2
=+

y
y

x
x

(patrz równanie ruchu x(t), y(t)), pod dzia aniem si y o warto ci P = mω2r

,22 


 += yxr  prostej dzia ania przechodz cej stale przez punkt O i o zwrocie do
punktu O. Si  tak  nazywa si  si  centraln .

Rys. 3.2.4b
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3.2.2. Ró niczkowe równania ruchu
– wyznaczanie równa  sko czonych ruchu

ZADANIE 3.2.5

Bry a o ci arze Q porusza si  po g adkiej poziomej p aszczy nie pod wp ywem
poziomej si y F = Fx = F0sin ωt (F0, ω – sta e). Wyznaczy  sko czone równanie ruchu,
je eli w chwili pocz tkowej bry a by a w spoczynku. Bry  nale y traktowa  jak punkt
materialny.

Rozwi zanie
Pocz tek uk adu odniesienia przyj to w po o eniu pocz tkowym bry y. Ze wzgl -

du na to, e w chwili pocz tkowej bry a znajdowa a si  w spoczynku, warunki pocz t-
kowe ruchu zapisa  mo na w postaci: .0,0,0 === xxt

Na bry  dzia aj  nast puj ce si y: Q F,  – si y czynne, R  – reakcja normalna pod-
o a (rys. 3.2.5a).

Rys. 3.2.5a

Korzystaj c z drugiego prawa Newtona, otrzymuje si  ró niczkowe równanie ru-
chu

,xFxm =

lub

t
Q

gFx ω= sin0 (1)

Rozwi zuj c powy sze równanie, wyznaczy  mo na pr dko  x  i wspó rz dn  x
okre laj c  po o enie bry y w dowolnej chwili t, tj. sko czone równanie ruchu.

Dynamika punktu materialnego
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Mamy wi c:

1
0 cos Ct

Q
gFx +ω
ω

−= (2)

212
0 sin CtCt

Q
gFx ++ω

ω
−= (3)

przy czym sta e ca kowania C1 i C2 wyznacza si  z warunków pocz tkowych ruchu:

.0st d,0,0dla

,st d,0,0dla

2

0
1

===

ω
===

Cxt

Q
gFCxt

Szukane równanie ruchu ma wi c nast puj c  posta






 ω

ω
−

ω
= tt

Q
gFx sin10 (4)

Zauwa my, e od warto ci pr dko ci pocz tkowej zale y charakter ruchu bry y.

W tym przypadku, co wynika z równania (4), na ruch jednostajny z pr dko ci  
ωQ
gF0

nak adaj  si  drgania o amplitudzie 2
0

ωQ
gF  i okresie 

ω
π= 2T  (rys. 3.2.5b).

Rys. 3.2.5b
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Przyjmuj c inn  warto  pr dko ci pocz tkowej, np. ,)0( 0
ω

=
Q

gFx  otrzymuje si

C1 = 0, C2 = 0 i ruch ma charakter tylko oscylacyjny, zgodnie z równaniem

.sin2
0 t

Q
gFx ω

ω
−=

Na charakter ruchu nie wp ywa natomiast wybór po o enia pocz tkowego, które
decyduje jedynie o tym, czy w przyj tym uk adzie odniesienia ruch rozpoczyna si  dla
x = x0 = 0 czy x = x0 ≠ 0.

ZADANIE 3.2.6

Bry a o masie m mo e porusza  si  wzd u  osi x (rys. 3.2.6a) pod wp ywem si y S ,
przy czym ,2mxkSS x ==  gdzie k jest sta ym wspó czynnikiem, x – wspó rz dn  bie-

c . Traktuj c bry  jak punkt materialny oraz przyjmuj c, e w chwili pocz tkowej
bry a by a w spoczynku w odleg o ci l od pocz tku uk adu odniesienia, wyznaczy  rów-
nanie sko czone ruchu dla dwóch przypadków:

1) powierzchnia, po której porusza si  bry a jest g adka,
2) powierzchnia ta jest chropowata, przy czym wspó czynnik tarcia wynosi µ.

Rys. 3.2.6a

Rozwi zanie
Ad 1)
Do bry y przy o one s  si y; ci ar Q  oraz si a S  (si y czynne) i N  – reakcja

normalna pod o a (rys. 3.2.6a). Z tre ci zadania wynika, e warunki pocz tkowe ruchu
s  nast puj ce:

.0,,0 === xlxt

Dynamika punktu materialnego
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Równanie ró niczkowe ruchu w odniesieniu do osi x ma posta

Sxm =
lub

02 =− xkx (1)

Poszukuj c rozwi zania w postaci ,tCex λ=  otrzymuje si  równanie charaktery-
styczne 022 =−λ k , sk d λ1, 2 = ±k i rozwi zanie równania (1) mo na napisa  jako

ktkt eCeCx −+= 21 (2)

Sta e C1 i C2 wyznaczono, korzystaj c z warunków pocz tkowych oraz z równa-
nia (2) i z równania (3) otrzymanego po zró niczkowaniu wzgl dem czasu równania (2)

ktkt keCkeCx −−= 21 (3)

Uwzgl dniaj c warunki pocz tkowe ruchu, obliczono 
l

CC
2
1

21 ==  i ostatecznie
równanie ruchu otrzymano w postaci

( )ktkt eelx −+=
2
1 (4)

lub
.chktlx =

Ad 2)
W tym przypadku, poza si ami S Q N, , ,  do bry y nale y przy o y  si  tarcia T

jak na rysunku 3.2.6b.
Równanie ró niczkowe ruchu ma posta

.TSxm −=

Podstawiaj c za si  tarcia T = µN = µQ = µmg, otrzymano

gxkx µ−=− 2 (5)

Rys. 3.2.6b
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Rozwi zanie równania (5) jest sum  rozwi za  równania jednorodnego (x1) i nie-
jednorodnego (x2)

x = x1 + x2 (6)

Rozwi zanie x1 równania jednorodnego wyra a si  zale no ci  (2), rozwi zanie x2
przewiduje si  w postaci x2 = A (prawa strona równania (5) jest sta a). Podstawiaj c
x2 = A do równania (5), otrzymuje si  22 k

gx µ=  i rozwi zanie (6) otrzymuje posta

221 k
geCeCx ktkt µ++= − (7)

Dla wyznaczenia sta ych C1 i C2 obliczono

ktkt keCkeCx 21 −= (8)

Korzystaj c z warunków pocz tkowych ruchu, otrzymano

.
2
1

221 




 µ−==

k
glCC

Uwzgl dniaj c obliczone sta e w równaniu (7) otrzymuje si  ostatecznie równanie
sko czone ruchu

( ) 222
1

k
gee

k
glx ktkt µ++





 µ−= − (9)

lub
.

22 k
gchkt

k
glx µ+





 µ−=

Porównuj c wyra enia (4) i (9) mo na stwierdzi , e je eli dzia a si a tarcia, to ruch

bry y jest wolniejszy (wspó czynnik 




 µ− 22

1
k

gl  przy ,ktkt ee −+  w równaniu (9) jest mniej-

szy od odpowiedniego wspó czynnika l
2
1  w równaniu (4).

W przypadku granicznym, przy ,02 =µ−
k
gl  tzn. je eli wspó czynnik tarcia

,
2

g
lk=µ  to równanie sko czone ruchu ma posta

,2k
gx µ=

co oznacza, e bry a znajduje si  w spoczynku. Rzeczywi cie, je eli µg ≥ lk2, tzn. µQ > lk2m
lub T ≥ S (x = l), to ruch nie mo e si  rozpocz , poniewa  si a tarcia T jest wi ksza od
warto ci si y S  w po o eniu pocz tkowym.

Podstawiaj c µ = 0 w równaniu (9), otrzymuje si  oczywi cie równanie (4).

Dynamika punktu materialnego
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ZADANIE 3.2.7

Ci arek o masie m porusza si  w wodzie piono-
wo w kierunku dna. Przy opadaniu z pr dko ci  po-
cz tkow  0v  ci arek osi gn  dno w czasie T sekund.
Obliczy  drog  H, jak  przeby  ci arek, je eli si a
oporu o rodka ,vkmR −=  gdzie: k – sta y wspó czyn-
nik, m – masa ci arka, v  – pr dko  ci arka.

Rozwi zanie
Uk ad odniesienia przyj to jak na rysunku 3.2.7.

Na ci arek (punkt materialny) dzia a si a ci ko ci Q
i si a oporu wody R , przy czym si a R , jak wynika
z tre ci zadania, dzia a na kierunku pr dko ci i ma do
niej zwrot przeciwny.

Równanie ró niczkowe ruchu wzgl dem osi x ma
posta

.
1

RQPxm
n

i
ix −== ∑

=

Po podzieleniu obu stron przez mas  m otrzymuje si

xkgx −= (1)

Rozwi zuj c równanie (1) przy warunkach pocz tkowych:

,0,,0 0 === xvxt

otrzymano równania ruchu x = f (x), z którego b dzie mo na obliczy  szukan  drog  H.

Podstawiaj c 
dt
xdx =  oraz rozdzielaj c zmienne, otrzymuje si

,dt
xkg

xd =
−

a po sca kowaniu

( ) 1ln1 Ctxkg
k

+=−− (2)

Sta  ca kowania C1 wyznaczamy, korzystaj c z równania (2) i z warunków po-
cz tkowych ruchu, tj. ,,0 0vxt ==  otrzymuj c

( ).ln1
01 kvg

k
C −−=

Rys. 3.2.7
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Podstawiaj c C1 do równania (2) otrzymuje si

t
xkg

kvg
k

=
−
− 0ln1

i po przekszta ceniu

dte
k
kvg

k
gx kt−−−= 0 (3)

Podstawiaj c w równaniu (3) 
dt
dxx =  i rozdzielaj c zmienne, otrzymano

,0 dte
k
kvgdt

k
gdx kt−−−=

a po sca kowaniu

22
0 Ce

k
kvgt

k
gx kt +−+= − (4)

Podstawiaj c do równania (4) warunki pocz tkowe, tj. t = 0, x = 0, obliczono

2
0

2 k
kvgC −−=

i ostatecznie równanie ruchu ci arka ma posta

( )12
0 −−+= −kte

k
kvgt

k
gx (5)

Równanie to pozwala na okre lenie po o enia ci arka w dowolnej chwili, a wi c
szukan  drog  H obliczy  mo na, podstawiaj c w równaniu (5) x = H i t = T;

( ).12
0 −−+= −kTe

k
kvgT

k
gH

Je eli pr dko  pocz tkow  dobieramy tak, aby ,0 k
gv =  to ruch ci arka w wodzie b -

dzie jednostajny, równanie ruchu ma wówczas posta  x = v0t i oczywi cie droga H = v0T.

ZADANIE 3.2.8

Z wysoko ci h nad powierzchni  ziemi wyrzucono w kierunku poziomym punkt
materialny z pr dko ci  0v . Wyznaczy  równania sko czone ruchu punktu, równanie
toru, zasi g rzutu L; pr dko  kv  w chwili upadku na ziemi  w dwóch przypadkach:

1) przy pomini ciu oporu powietrza,
2) z uwzgl dnieniem si y oporu powietrza: ,vkmR −=  m – masa punktu, k – sta y

wspó czynnik.

Dynamika punktu materialnego
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Rozwi zanie
Ad 1)
Przyjmuj c uk ad odniesienia jak na rysunku 3.2.8a, warunki pocz tkowe ruchu

mo na zapisa  nast puj co:

.0,,,0,0 0 ===== yvxhyxt

Podczas ruchu na punkt dzia a jedynie si a ci ko ci Q .

Rys. 3.2.8a

Równanie ró niczkowe ruchu w zapisie wektorowym ma posta

,
1

QPam
n

i
i == ∑

=

z którego otrzymano dwa równania:

,,

,0

mgQQym

xm

=−=

=

lub po podzieleniu obu stron tych równa  przez masy w postaci:

gy

x

−=

= 0
(1)
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Rozwi zuj c równania (1), otrzymano:

2

1

Cgty

Cx

+−=

=
(2)

42
2

31

2
1 CtCgty

CtCx

++−=

+=
(3)

Sta e ca kowania wyznaczono z równa  (2) i (3), korzystaj c z warunków pocz t-
kowych. Wynosz  one odpowiednio: C1 = v0, C2 = 0, C3 = 0, C4 = h, i równania ruchu
punktu ostatecznie maj  posta :

2

0

2
1 gthy

tvx

−=

=
(4)

Równania sko czone ruchu pozwalaj  okre li  po o enie punktu dla dowolnej
chwili czasu, przy czym je eli chodzi o tor punktu, to równania b d c parametryczny-
mi równaniami toru, s u  do wyznaczenia równania toru w postaci y = f (x).

Ruguj c z równa  (4) czas t (np. obliczaj c t z pierwszego równania i wstawiaj c
do równania drugiego), otrzymuje si  równanie toru

2
2
02

x
v
ghy −= (5)

Z równania (5) obliczy  mo na zasi g rzutu xmax = L, odpowiadaj cy wspó rz d-
nej y = 0

g
hvL 2

0= (6)

Zasi g rzutu mo na obliczy  równie  z równa  (4), wyznaczaj c czas t1, dla które-
go y = 0, i obliczony czas wstawiaj c do równania pierwszego. Wówczas

L = x (t1) = xmax = v0t1.

W celu wyznaczenia pr dko ci kv  w momencie uderzenia o ziemi  obliczy  nale-
y wspó rz dne tej pr dko ci:

kykkxk vyvx == i (rys. 3.2.8a).

Dynamika punktu materialnego
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Znaj c sta e C1 i C2, z równa  (2) otrzymuje si  równania pr dko ci:

0vx =

gty −=
(7)

z których wyznaczy  mo na wspó rz dne pr dko ci kv  w momencie uderzenia o zie-
mi , je eli znany jest czas t1 uderzenia. Czas t1 wyznacza si  z równania ,

2
1 2gthy −=

przyjmuj c, e w momencie uderzenia y = 0.

Dla: 
g
hty 2,0 1 ==

0vxk =

hgyk 2−=
(8)

warto  pr dko ci kv  wynosi

hgvyxv kkk 22
0

22 +=+= (9)

a jej kierunek okre la si , podaj c cosinus kierunkowy k ta pomi dzy kierunkiem kv
i osi  x

hgv

v
v
xvx

k

k
k

2
),(cos

2
0

0

+
== (10)

Tak wi c w przypadku rzutu poziomego z wysoko ci h punkt porusza si  po para-
boli (równanie (5)), je eli nie uwzgl dnimy oporu powietrza. Przyjmuj c pr dko  po-
cz tkow  v0 = 0, równania ruchu punktu maj  posta :

,
2

,0
2gthy

x

−=

=

i s  równaniami swobodnego spadania punktu materialnego w pró ni.

Ad 2)
Z zapisu si y oporu R  wynika, e jest ona proporcjonalna do pr dko ci v , ma kie-

runek pr dko ci i zwrot do niej przeciwny. Punkt z dzia aj cymi na niego si ami pokaza-
no na rysunku 3.2.8b. Warunki pocz tkowe ruchu s  identyczne jak w przypadku 1), tzn.:

dla .0,,,0,0 0 ===== yvxhyxt
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Rys. 3.2.8b

Wektorowe równanie ró niczkowe ruchu

RQam +=
lub

vkmQam −=

daje w tym przypadku dwa skalarne ró niczkowe równania:

ykmmgym

xkmxm

−−=

−= ,

lub

ykgy

xkx

−−=

−=
(11)

Rozwi zuj c równania (11), maj c zadane warunki pocz tkowe, otrzymuje si
równanie pr dko ci:

)1(

0

−=

=

−

−

kt

kt

e
k
gy

evx
(12)

Dynamika punktu materialnego
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i równania sko czone ruchu:

 )1(

)1(

2

0

kt

kt

e
k
gt

k
ghy

e
k
vx

−

−

−+−=

−=

(13)

Ruguj c z równa  (13) czas t, otrzymuje si  równanie toru w postaci

00

0
2 ln

kv
gx

kxv
v

k
ghy +

−
−= (14)

Przyjmuj c w równaniu (14) y = 0, zasi g L = xmax rzutu wyznaczy  mo na z rów-
nania

.0ln
0

max

0

0
2 =+

−
−

kv
gx

kxv
v

k
gh

Wspó rz dne vkx i vky pr dko ci vk w momencie uderzenia o ziemi  oblicza si
z równa  (12), podstawiaj c za czas t wyznaczony z drugiego z równa  (13) czas t1
upadku na ziemi , tj. dla y = 0, wyznaczamy t = t1, wówczas otrzymuje si :

)1(

,

1

1
0

−==

==

−

−

kt
kyk

kt
kxk

e
k
gvy

evvx

i pr dko  uderzenia o ziemi

.)( 21
2

2
22

0
22 11 −−− +=+= ktkt
kkk e

k
gevyxv

Kierunek pr dko ci kv  okre li  mo na podobnie jak poprzednio, tzn.

( ) .

)1(

,cos
2

2

2
22

0

0

11

1

−+

==
−−

−

ktkt

kt

k

k
k

e
k
gev

ev
v
xvx

3.2.3. P d, kr t, zasada równowarto ci energii kinetycznej i pracy,
zasada zachowania energii

ZADANIE 3.2.9

Bry a o masie m zsuwa si  po chropowatej powierzchni nachylonej pod k tem α
do poziomu. Znaj c wspó czynnik tarcia µ oraz pr dko  pocz tkow  ,0v  obliczy
czas, po którym bry a osi gnie pr dko  .2 0v
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Rozwi zanie
Traktuj c bry  jak punkt materialny, rozwi zano zadanie, wykorzystuj c trzy zasady:
1) zasad  p du i pop du,
2) II prawo Newtona.
3) zasad  równowarto ci energii kinetycznej i pracy.

Rys. 3.2.9

Ruch rozpatrzono w uk adzie odniesienia (x, y) przyj tym jak na rysunku 3.2.9,
gdzie przez 1 oznaczono po o enie pocz tkowe, a przez 2 po o enie punktu po osi -
gni ciu pr dko ci .2 0v  Dowolne po o enie 2' pomi dzy 1 i 2 oznaczono wspó rz d-
n  x(t). Ruch punktu zachodzi pod wp ywem si y czynnej Q  (ci ar) i si  reakcji: nor-
malnej N  i tarcia T .

Ad 1)
Zasad  p du i pop du w odniesieniu do osi x zapisa  mo na nast puj co

,
2

0
12 ∫=−

t

xxx dtPmvmv (1)

gdzie:
v1x = v0 – pr dko  w po o eniu pocz tkowym,
v2x = 2v0 – pr dko  w po o eniu ko cowym,

t1 = 0 (chwila pocz tkowa),
t2 – czas osi gni cia pr dko ci 2v0,

Px = Qsin α – T – suma rzutów wszystkich si  na osi x.

Dynamika punktu materialnego
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Obliczaj c T = µN = µQcos α i podstawiaj c do równania (1), otrzymuje si

( ) ( )dtQQmvvm
t

∫ αµ−α=−
2

0
00 cossin2 (2)

i st d po sca kowaniu

.
)cos(sin

0
2 αµ−α

=
g

vt

Ad 2)
Korzystaj c z drugiego prawa Newtona, otrzymuje si  równanie ró niczkowe ru-

chu w postaci

)cos(sin αµ−α= Qxm (3)

Ca kuj c równanie (3), maj c zadany warunek pocz tkowy: ,,0 0vxt ==  otrzymano

0)cos(sin vtgx +αµ−α= (4)

Z równania powy szego obliczy  mo na czas osi gni cia danej pr dko ci i tak
dla 02vx =  czas t2 wynosi

.
)cos(sin

0
2 αµ−α

=
g

vt

Ad 3)
Zasad  równowa no ci energii kinetycznej i pracy zapisano nast puj co

E2 – E1 = L1–2, (5)
gdzie:

E1, E2 – energia kinetyczna punktu w po o eniu 1 i 2,
L1–2 – praca wykonana przez si y czynne i reakcje na przesuni ciu s (rys.

3.2.9), tj. od po o enia 1 do 2.

Dla wygody oblicze  korzystnie jest w tym przypadku przyj  dowolne po o enie
punktu po rozpocz ciu ruchu, w zwi zku z czym pr dko  punktu w takim po o eniu
mo na traktowa  jako funkcj  czasu. Na rysunku 3.2.9 po o enie takie oznaczono przez 2'.

Zale no  (5) w zwi zku z powy szym przedstawi  mo na nast puj co

E2' – E1 = L1–2', (6)

gdzie:

).(
2
1

,
2
1

2
2

2
01

tmvE

mvE

=

=

′
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Suma prac wszystkich si  dzia aj cych na punkt na przesuni ciu x(t) wynosi

L1–2' = Q (sin α –µ cos α) x (t).

Po podstawieniu powy szych zale no ci do równania (6) otrzymano

)()cos(sin
2
1)(

2
1 2

0
2 txQmvtmv αµ−α=− (7)

wzgl dnie po przekszta ceniu

.)()cos(sin2)( 2
0vtxgtv +αµ−α=

Podstawiaj c v t dx
dt

( ) ,= otrzymano równanie ró niczkowe pierwszego rz du

dt
vtxg

dx =
+αµ−α 2

0)()cos(sin2
(8)

Rozwi zuj c równanie (8) przy warunkach pocz tkowych t = 0, x = 0, otrzymano

0
2
0 )cos(sin)cos(sin2 vtgvxg +αµ−α=+αµ−α (9)

Z równania (9) mo na wyznaczy  czas t, po którym punkt znajduje si  w po o e-
niu x(t), w szczególno ci czas t2, po którym x(t2) = s, tj. w po o eniu 2, gdy pr dko
wynosi 2v0. Drog  x(t2) = s wyliczy  mo na z równania (7), podstawiaj c:

x(t2) = s,    v(t2) = 2v0.

Otrzymano

,
)cos(sin2

3)(
2
0

2 αµ−α
==

g
vstx

a nast pnie z równania (9)

.
)cos(sin

0
2 αµ−α

=
g

vt

Dynamika punktu materialnego



�
�
��
�
�
�

172 DYNAMIKA

Wynik ten uzyska  mo na inaczej, ró niczkuj c wzgl dem czasu równania (7).
Otrzymuje si  wówczas równanie

)()(,)(gdzie,)()cos(sin)()(2
2
1 tv

dt
tdxx

dt
tdv

dt
tdxQ

dt
tdvtvm ==αµ−α=







lub po przekszta ceniach równanie

)cos(sin αµ−α= Qxm (10)

identyczne z równaniem (3) otrzymanym w rezultacie zastosowania II prawa Newtona.
Post puj c jak w punkcie 2) uzyskuje si  szukany czas t2.

Zastosowane trzy sposoby rozwi zania s  równorz dne, przy czym najszybciej
prowadzi do celu zasada p du i pop du, ze wzgl du na to, e wi e bezpo rednio para-
metr szukany z wielko ciami zadanymi. Zasada równowarto ci energii kinetycznej
i pracy, podobnie jak; II prawo Newtona, prowadzi do rozwi zywania równania ró -
niczkowego o rz d wy szego ni  zasada p du i pop du, co jak wida  wyd u a czas
rozwi zania zadania.

ZADANIE 3.2.10

Cia o o ci arze Q porusza si  po poziomej chropowatej powierzchni pod dzia a-
niem si y proporcjonalnej do czasu F = kt, gdzie k = const. Obliczy  pr dko  cia a po
czasie t*, je eli w chwili pocz tkowej znajdowa o si  w spoczynku, a wspó czynnik
tarcia wynosi µ.

Rozwi zanie
Ze wzgl du na ruch post powy cia a traktuje si  go jak punkt materialny. Ruch

punktu rozpatrzono w przyj tym uk adzie odniesienia jak na rysunku 3.2.10. Na punkt
dzia aj  si y czynne F Qi  oraz si y reakcji N Ti .  Szukan  pr dko  obliczy  mo na,
korzystaj c z zasady p du i pop du jako metody, która w tym przypadku najszybciej
prowadzi do rozwi zania.

Rys. 3.2.10
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Na rysunku 3.2.10 po o enie pocz tkowe, tj. w chwili t0 = 0, oznaczono przez 1,
a ko cowe, tj. w chwili t = t*, przez 2. Zasad  p du i pop du zapisano w postaci

,
2

1

12 ∫=−
t

t
dtPvmvm

gdzie:
21 i vv – pr dko ci punktu odpowiednio w chwili t1 i t2,

P – suma geometryczna si  dzia aj cych na punkt.

Do wyznaczenia szukanej pr dko ci wykorzystano zasad  p du i pop du w odnie-
sieniu do osi x, tzn. po zrzutowaniu powy szego równania wektorowego na o  x, otrzy-
muje si

.
2

1

12 ∫=−
t

t
xxx dtPmvmv

W tym przypadku v2x = v(t*), v1x = v(t0) = 0, t1 = t0 = 0, t2 = t*, Px = F – T, gdzie si a
tarcia T = µN = µQ.

Podstawiaj c F = kt, otrzymano

( ) ,*)(
*

0
∫ µ−=
t

dtQkttmv

a uwzgl dniaj c, e ,
g
Qm =  po sca kowaniu wyznaczono

.
2

***)( 





µ−=

Q
ktgttv

Rozwi zanie powy sze uzyska  mo na, korzystaj c z innych metod, np. II prawa
Newtona lub zasady równowarto ci energii kinetycznej i pracy, jednak e metody te,
prowadz ce do rozwi zania równania ró niczkowego drugiego rz du, s  bardziej cza-
soch onne ni  zastosowana zasada p du i pop du.

ZADANIE 3.2.11

Uk ad materialny sk ada si  z dwóch cia : cia a A o ci arze QA oraz klina B o ci -
arze QB i k cie α. Pomijaj c tarcie klina o powierzchni  poziom , obliczy  pr dko

klina, je eli cia o A zsuwa si  po nim z pr dko ci  wzgl dn  ,wv  a w chwili pocz tko-
wej uk ad znajdowa  si  w spoczynku.

Dynamika punktu materialnego
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Rozwi zanie
Ze wzgl du na ruch post powy obu cia  traktuje si  je jak punkty materialne poru-

szaj ce si  pod dzia aniem si  czynnych BA QQ i  oraz si y biernej N  (rys. 3.2.11a).
Rozpatruje si  ruch obu bry  jako ruch jednego uk adu i w zwi zku z tym si y

wzajemnego oddzia ywania pomi dzy cia ami A i B s  si ami wewn trznymi, nie wp y-
waj cymi na ruch uk adu.

Rys. 3.2.11a Rys. 3.2.11b

Zadanie rozwi zano, korzystaj c z zasady p du i pop du

,
2

1

12 ∫=−
t

t
dtPpp

gdzie:
21 i pp – p d uk adu w chwili t1 i t2,

P – suma geometryczna si  czynnych i reakcji dzia aj cych na uk ad.

Na rysunku 3.2.11b pokazano rozk ad pr dko ci obu cia ; pr dko  Bv  jest pr d-
ko ci  klina i równocze nie pr dko ci  unoszenia cia a A, pr dko  wv  jest pr dko ci
wzgl dn  cia a A wzgl dem klina, pr dko  Av  jest pr dko ci  bezwzgl dn  cia a A.
Po zrzutowaniu na o  x równania wektorowego przedstawiaj cego zapisan  wy ej za-
sad , otrzymuje si

.
2

1

12 ∫=−
t

t
xxx dtPpp

Suma rzutów wszystkich si  na o  x równa si  zeru, tj.

∑
=

==
n

i
ixx PP

1
,0

B
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i przyrost p du w kierunku osi x równa si  zero

,012 =− xx pp

tzn. spe niona zosta a zasada zachowania p du w odniesieniu do osi x. W chwili pocz t-
kowej uk ad znajdowa  si  w spoczynku i p d p1x w tym po o eniu wynosi  p1x = 0, tak
wi c ostatecznie otrzymuje si  zale no : p2x = 0, tzn. p d uk adu w chwili t2 (dowolne
po o enie uk adu) musi by  równy zeru.

P d uk adu jako geometryczna suma p dów poszczególnych punktów wynosi

( ) ,2 BBwBABBAA vmvvmvmvmp ++=+=

a po zrzutowaniu na o  x

( )

( ) ( ) .coscos

2

B
B

wB
A

BBwBA

BxBwxBxABxBAxAx

v
g

Qvv
g

Qvmvvm

vmvvmvmvmp

+α+=+α+=

=++=+=

Uwzgl dniaj c, e p2x = 0, otrzymano

.cos α
+

−= w
BA

A
B v

QQ
Qv

Znak minus oznacza, e w rzeczywisto ci klin przesunie si  w lewo z pr dko ci
równ  co do warto ci pr dko ci obliczonej. Przy rozwi zywaniu innych, podobnych do
tego zadaniach, nale y pami ta  o tym, eby podczas obliczania p du uk adu uwzgl -
dni  pr dko ci bezwzgl dne poszczególnych punktów uk adu.

ZADANIE 3.2.12

Rozwi za  poprzednie zadanie przy za o eniu, e w chwili pocz tkowej klin B poru-
sza  si  w prawo z pr dko ci  0

Bv  i cia o A znajdowa o si  w spoczynku wzgl dem
klina.

Rozwi zanie
Podobnie jak w poprzednim zadaniu spe niona jest w tym przypadku zasada za-

chowania p du wzgl dem osi x, tj.:

.0

,0

12

1

=−

== ∑
=

xx

n

i
ixx

pp

PP

Dynamika punktu materialnego
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W chwili pocz tkowej oba cia a porusza y si  razem z pr dko ci  klina i rzut p du
na o  x w tym po o eniu wynosi

( ) ( ) .00
1 BBABxBAx vmmvmmp +=+=

W chwili t2 p d uk adu wyra a si  identycznym zwi zkiem jak w zadaniu 3.2.11,
a jego rzut na o  x wynosi

( ) .cos2 BBwBAx vmvvmp +α+=

Obliczaj c z równania p2x – plx = 0, pr dko  vB otrzymuje si

.cos0 α
+

−= w
BA

A
BB v

QQ
Qvv

Jest to przypadek ogólniejszy, z którego dla 00 =Bv  otrzymujemy wynik jak w za-
daniu 3.2.11. Dla przyj tych ci arów cia  i k ta α klina ruch zachodzi  mo e w prawo
lub w lewo, w zale no ci od pr dko ci vw i pr dko ci pocz tkowej .0

Bv

ZADANIE 3.2.13

Wyznaczy  równanie sko czone ruchu i okres drga  wahad a matematycznego
o d ugo ci l i masie m, je eli w chwili pocz tkowej t = 0, ϕ = 0, .0ϕ=ϕ  Opory o rodka
pomin  i rozpatrzy  ma e wahania wokó  po o enia równowagi.

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano trzema metodami, wykorzystuj c:
1) II prawo Newtona,
2) zasad  kr tu,
3) zasad  zachowania energii.

Rozk ad si  dzia aj cych na wahad o pokazano na rysunku 3.2.13a, przy czym
przez S  oznaczono si  dzia aj c  w linie. Na rysunku zaznaczono równie  pr dko
liniow  wahad a w dowolnym po o eniu okre lonym k tem ϕ.

Ad 1)
Równania ró niczkowe ruchu napisano w uk adzie osi τ, n (styczna, normalna). Ze

wzgl du na jeden stopie  swobody wahad a do opisania jego ruchu przyj to wspó -
rz dn  ϕ.
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Rys. 3.2.13a

Korzystaj c z II prawa Newtona, mo na napisa :

.sin

,sin

1

1

ϕ−==

ϕ−==

∑

∑

=

=
ττ

QSPma

QPma

n

i
inn

n

i
i

Do dalszych rozwa a  wystarczy rozpatrzy  tylko pierwsze równanie, poniewa
nie szuka si  w tym przypadku warto ci si y S .

Podstawiaj c ,, llamgQ ϕ=⋅ε== τ  po przekszta ceniach otrzymano

.0sin =ϕ+ϕ
l
g

Jest to nieliniowe równanie ró niczkowe drugiego rz du opisuj ce ruch wahad a
matematycznego. Bior c pod uwag  jedynie ma e wychylenia wokó  po o enia równo-
wagi, mo na napisa , e sinϕ ≅ ϕ, i otrzymuje si  proste do rozwi zania równanie ró -
niczkowe w postaci: 02

0 =ϕω+ϕ  gdzie .2
0 l

g=ω

Rozwi zaniem powy szego równania jest

.sincos 0201 tCtC ω+ω=ϕ

Sta e ca kowania wyznacza si , obliczaj c

tCtC 002001 cossin ωω+ωω−=ϕ

i korzystaj c z warunków pocz tkowych ruchu, tj. t = 0, ϕ = 0, .0ϕ=ϕ

Dynamika punktu materialnego
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Po wykonaniu odpowiednich oblicze  otrzymano C1 = 0, ,
0

0
2 ω

ϕ
=C  a szukane

równanie sko czone ruchu ma posta  .sin 0
0

0 tω
ω
ϕ

=ϕ

Amplituda drga  wahad a wynosi ,
0

0
ω
ϕ

 natomiast cz sto  drga  .0 l
g=ω

Okres drga  wahad a obliczy  mo na ze wzoru

.22

0 g
lT π=

ω
π=

Z otrzymanych wyników wida , e okres drga  wahad a nie zale y od masy waha-
d a, lecz jedynie od jego d ugo ci, tzn. e wahad a o ró nych masach i jednakowych
d ugo ciach wykonuj  drgania o tym samym okresie.

Ad 2)

Zasad  kr tu napisano wzgl dem osi przechodz c  przez punkt 0 i prostopad ej do
p aszczyzny ruchu wahad a, tj.

.
1

)0(
0 ∑

=
=

n

i
iM

dt
dK

Warto  kr tu wzgl dem przyj tej osi wynosi

,22
0 ϕ=ω== mllmmvlK

a jego pochodna wzgl dem czasu

( ) .2220 ϕ=ϕ=ϕ= ml
dt
dmlml

dt
d

dt
dK

Algebraiczna suma momentów wzgl dem tej samej osi

.sinsin
1

)0( ϕ−=ϕ−=∑
=

mglQlM
n

i
i

Podstawiaj c obliczone wyra enia do zasady kr tu, otrzymujemy

,0sin =ϕ+ϕ
l
g

wzgl dnie przyjmuj c sinϕ ≅ ϕ, równanie .,0 2
0

2
0 l

g=ω=ϕω+ϕ

Otrzymano wi c identyczne równanie ró niczkowe ruchu jak poprzednio i dalszy
tok post powania jest taki sam, jak w rozwi zaniu metod  poprzedni .
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Ad 3)

Ruch wahad a zachodzi na skutek dzia ania si y ci ko ci (si y potencjalnej), co
przy pomini ciu oporów ruchu w o ysku A (opory tarcia) i oporów o rodka (powie-
trza) pozwala na zastosowanie zasady zachowania energii. Zasad  t  w tym przypadku
stosuje si  w polu potencjalnym. Mówi ona, e suma energii kinetycznej i potencjalnej
w ka dym punkcie pola potencjalnego jest sta a, tzn.

E + V = const.

Rozpatruje si  dowolne po o enie wahad a okre lone k tem ϕ (rys. 3.2.13b). W po-
o eniu tym pr dko  liniowa wahad a wynosi .v  Energia kinetyczna wahad a w tym

po o eniu wynosi

.
2
1

2
1 222 lmmvE ϕ==

Energia potencjalna zale y od po o enia
i w naszym przypadku wygodnie jest przyj
poziom zerowy energii potencjalnej (V = 0)
w najni szym po o eniu wahad a. Przy takim
za o eniu energia potencjalna wahad a b -
dzie zawsze wi ksza lub równa zero.

Obliczaj c energi  potencjaln , otrzy-
mano

).cos1()cos( ϕ−=ϕ−=⋅= mglllmghQV

Podstawiaj c otrzymane wyra enia na energi  kinetyczn  i potencjaln  do zasady
zachowania energii otrzymuje si

.const)cos(
2
1 22 =ϕ−+ϕ lmglml

Ró niczkuj c powy szy zwi zek wed ug czasu i porz dkuj c go, uzyskuje si
równanie ró niczkowe ruchu wahad a w postaci:

.,0 2
0

2
0 l

g=ω=ϕω+ϕ

Wynik powy szy jest równie  identyczny z wynikiem otrzymanym dwiema po-
przednimi metodami.

Nale y zaznaczy , e do rozwi zania zadania mo na wykorzysta  równie  inne
metody, np. zasad  równowarto ci energii kinetycznej i pracy, zasad  d’Alamberta  lub
równania Lagrange’a II rodzaju.

Dynamika punktu materialnego
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ZADANIE 3.2.14

Punkt materialny porusza si  po g adkiej poziomej powierzchni pod wp ywem od-
dzia ywania si y centralnej F  o prostej dzia ania przechodz cej stale przez punkt 0
(rys. 3.2.14). Obliczy  pr dko  v2 punktu w po o eniu M2, je eli w po o eniu M1
pr dko  v1 = 4 m/s, przy czym

.60,
2
3 o

2

1 =α=
OM
OM

Rys. 3.2.14

Rozwi zanie
Pr dko  v2 wyznacza si , wykorzystuj c zasad  kr tu wzgl dem osi z, prostopa-

d ej do p aszczyzny ruchu i przechodz cej przez punkt 0. Na punkt M oprócz si y F
dzia aj  si y: ci ko ci G  i reakcja normalna wi zów N .

Zasada kr tu wzgl dem osi z ma posta

,
1

∑
=

=
n

i
iz

z M
dt

dK

gdzie ∑
=

n

i
izM

1
 jest algebraiczn  sum  momentów wszystkich si  wzgl dem osi z.

Si a F  jest si  centraln , a si y G Ni  s  równoleg e do osi z i w zwi zku z tym

∑
=

=
n

i
izM

1
.0  Oznacza to, e 0=

dt
dKz  i Kz = const. Spe niona jest wi c zasada zachowania

kr tu wzgl dem osi z, a to znaczy, e kr t punktu M wzgl dem tej osi jest sta y w ka dym
po o eniu. Mo na wi c przyrówna  kr ty punktu w po o eniu M1 i M2, tj. K1z i K2z.

Obliczaj c K1z = mv1 ⋅ OM1, K2z = mv2 ⋅ h = mv2 ⋅ OM2 sin α, otrzymuje si
mv1 ⋅ OM1 = mv2 ⋅ OM2 sin α i st d

.
sin2

1
12 α

=
OM

OMvv

Po podstawieniu warto ci liczbowych otrzymano v2 = 6,92 m/s. Zadanie powy sze
jest typowym przyk adem na zastosowanie zasady kr tu punktu materialnego. Inne
metody wi  si  ze znacznymi trudno ciami obliczeniowymi.

y



�
�
��
�
�
�

181

3.2.4. Dynamika punktu w ruchu wzgl dnym

ZADANIE 3.2.15
Ruch korby OA (rys. 3.2.15) opisuje funkcja .

4
1 tπ=ϕ  Klocek o masie m zabloko-

wany jest w pionowej prowadnicy w po o eniu O1. W chwili t = 0 klocek zostaje odbloko-
wany i zaczyna porusza  si  wzd u  prowadnicy. Wyznaczy  prawo ruchu klocka
wzgl dem prowadnicy oraz maksymaln  si  normaln  oddzia ywania prowadnicy na
klocek, je eli wspó czynnik tarcia klocka o prowadnic  wynosi µ.

Rys. 3.2.15 Rys. 3.2.15a

Rozwi zanie
W uk adzie odniesienia wzgl dnym, przyj tym jak na rysunku 3.2.15a, na klo-

cek dzia aj  si y: ci ko ci G ,  normalna N ,  tarcia T  i unoszenia .uu amP −=  Ruch
prowadnicy jest ruchem post powym i jest ruchem unoszenia klocka, a wi c przyspie-
szenie unoszenia ua  jest równe np. przyspieszeniu punktu B; .xaa Bu ==  Obliczaj c
wspó rz dn  x punktu B, otrzymuje si

,
4
1cos2cos2 trrx π=ϕ=

a nast pnie

trx ππ−=
4
1cos

8
1 2

oraz warto  si y unoszenia

.
4
1cos

8
1 2 trmamP uu ππ==

Ze wzgl du na post powy ruch unoszenia si a Coriolisa CP  równa jest zeru.
Z wektorowego równania ruchu wzgl dnego

,uubw PNTGPPam +++=+=

gdzie ( ),0,ξwa

Dynamika punktu materialnego

ξ



�
�
��
�
�
�

182 DYNAMIKA

otrzymuje si  dwa równania skalarne:

mξ
..
 = G – T,

0 = N – Pu,

przy czym .,
4
1cos

8
1 2 mgGtrNT =πµπ=µ=

Z pierwszego z tych równa  otrzymuje si  ró niczkowe równanie ruchu wzgl dnego

,
4
1cos

8
1 2 trg πµπ−=ξ

a z drugiego warto  si y normalnej oddzia ywania prowadnicy

.
4
1cos

8
1 2 trmN ππ=

Przyjmuj c warunki pocz tkowe ruchu wzgl dnego 0,0 =ξ=ξ  dla t = 0, po roz-
wi zaniu równania ró niczkowego otrzymuje si  prawo ruchu klocka w postaci

.1
4
1cos2

2
1 2 





 −πµ+=ξ trgt

Maksymalna si a normalna wynosi rmN 2
max 8

1 π=  i odpowiada skrajnym po o e-
niom prowadnicy.

ZADANIE 3.2.16

Uk ad mechaniczny, którego model pokazany jest na rysunku 3.2.16, nap dzany
jest korb  O1A poruszaj c  si  zgodnie z równaniem ϕ = ωt, ω = const. Klocek K
o masie m umieszczony jest w g adkiej prowadnicy pochylonej pod k tem α. Wyzna-
czy  prawo ruchu klocka w uk adzie wzgl dnym Oxy, je eli w chwili pocz tkowej
znajdowa  si  on w spoczynku w po o eniu okre lonym wspó rz dn  x = x0. Dane s
O1A = O2D = AB = CD = r.

Rozwi zanie
Ruch unoszenia (ruch uk adu Oxy) jest ruchem post powym, a wi c si a Coriolisa

jest równa zero. Przyspieszenie unoszenia ua  punktu K jest równe przyspieszeniu
punktu B. Równanie ruchu punktu B (w uk adzie ξ, η) ma posta

η = 2r sin ϕ = 2r sinωt

i st d wspó rz dna przyspieszenia unoszenia

.sin2 2 trau ωω−=η=

Si a unoszenia ,uu amP −=  przy czym jej warto  wynosi .sin2 2 trmamP uu ωω==
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Rys. 3.2.16 Rys. 3.2.16a

Przyk adaj c do klocka si y dzia aj ce w uk adzie wzgl dnym x, y (rys. 3.2.16a)
oraz korzystaj c z równania dynamicznego ruchu wzgl dnego ,ubw PPam +=  otrzy-
muje si  skalarne równanie rzutów na o  x

     mawx = G sinα – Pusinα,

a po podstawieniach równanie ró niczkowe ruchu wzgl dnego )( xawx =

.sinsin2sin 2 trgx ωαω−α=

Ca kuj c powy sze równanie otrzymuje si :

.sinsin2sin
2
1

,cossin2sin

21
2

1

CtCtrgtx

Ctrgtx

++ωα+α=

+ωαω+α=

Przyjmuj c warunki pocz tkowe t = 0, x = x0, ,0=x  wyznaczono sta e ca kowania
C1 = –2rω sin α, C2 = x0.

Szukane prawo ruchu wzgl dnego ma posta

( ) .sinsin2
2
1

0
2 xttrgtx +α



 ω−ω+=

Rzutuj c dynamiczne równanie ruchu wzgl dnego na o  Oy, obliczy  mo na si
reakcji

N = m(g – 2rω2sin ωt) cos α.

Dynamika punktu materialnego
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ZADANIE 3.2.17

Ruchomy podest (rys. 3.2.17) obraca si  ze sta  pr dko ci  k tow  ω0 =1 s–1.
Na pode cie w odleg o ci r0 = 1 m od osi obrotu znajduje si  pojemnik na rolkach
oparty o pionow  listw  prowadz c . Pomi dzy pionow  listw  a boczn  ciank
pojemnika wyst puje tarcie o wspó czynniku tarcia .2

4
1=µ  D ugo  listwy prowa-

dz cej l = 2 m, masa pojemnika m = 20 kg. Obliczy  pr dko  wzgl dn  pojemnika
w chwili opuszczenia podestu, a tak e sk adow  normaln  N1 reakcji listwy pionowej
dla dwóch warto ci pr dko ci pocz tkowej wzgl dnej v0 = 0,25 m/s i v0 = 0,5 m/s,
je eli ruch wzgl dny pojemnika zachodzi wzd u  listwy prowadz cej przeciwnie do ω0.

Rys. 3.2.17

Rozwi zanie
Przyjmuj c wzgl dny uk ad odniesienia ξ, η, ζ jak na rysunku 3.2.17a oraz przy-

k adaj c si y dzia aj ce na pojemnik, otrzymano dynamiczne równanie ruchu wzgl d-
nego w postaci wektorowej

,cor21 PPTNNGam n
uw +++++=

gdzie:
),0,0,(ξwa

,corcor amP −=

.n
u

n
u amP −=

Po zrzutowaniu tego równania na osie uk adu wzgl dnego otrzymano trzy skalar-
ne równania:

.0
,cos0

,sin

2

cor1

GN
PNP

TPm
n

u

n
u

−=
−−α=

−α=ξ
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Rys. 3.2.17a

Si a unoszenia ma tylko sk adow  normaln  (obrotowy ruch unoszenia jest jedno-
stajny, ω0 = const), której warto  wynosi

,2
0 u

n
u

n
u rmamP ω==

gdzie ru jest promieniem obrotu w ruchu unoszenia.

Si a Coriolisa .22 0corcor ξω=ω== mvmmaP wu

Si a tarcia ( ) ( ),2cos 00
2
0cor1 ξω−ωµ=−αµ=µ= mrmPPNT n

u

przy czym .sin,cos 0

uu rr
r ξ=α=α

Uwzgl dniaj c powy sze, otrzymuje si  nast puj cy uk ad równa :

.

,2

,2

2

00
2
01

0
2
0

2
00

mgN

mrmN

r

=

ξω−ω=

µω−=ξω−ξµω−ξ

Obliczenie si y N1 mo liwe jest po wyznaczeniu pr dko ci wzgl dnej ξ  i w zwi z-
ku z tym w pierwszej kolejno ci nale y rozwi za  równanie ró niczkowe ruchu
wzgl dnego.

Dynamika punktu materialnego
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Podstawiaj c

,,, 1101 ξ=ξξ=ξµ+ξ=ξ r

otrzymuje si  jednorodne równanie ró niczkowe

.02 1
2
0101 =ξω−ξµω−ξ

Równanie charakterystyczne ma posta

,02 2
00

2 =ω−λµω−λ

a rozwi zanie równania ró niczkowego

.21
211

tt eCeC λλ +=ξ

Po podstawieniu danych liczbowych pierwiastki równania charakterystycznego
równe s  .2,2

2
1

21 =λ=λ

Do wyznaczenia sta ych C1 i C2 wykorzystano równanie ξ1(t) i po zró niczkowaniu

,21
22111

tt eCeC λλ λ+λ=ξ

korzystaj c z warunków pocz tkowych:

,,0,0 0vt =ξ=ξ=

obliczono dla 01001 ,,0 vrrt =ξ=ξµ−=µ−ξ=ξ=  i otrzymano uk ad równa , opisuj -
cych po o enie i pr dko  pojemnika w funkcji czasu i dla pr dko ci pocz tkowej:

.
12
41

6
21

,
4
22

12
412

6
21

202
2

0

202
2

0

tt

tt

evev

evev

+
+

−
=ξ

+
+

+
−

=ξ

−

−

Pr dko  wzgl dn  v1, z jak  pojemnik opu ci podest, obliczono z drugiego z powy -
szych równa , wyznaczaj c uprzednio z równania pierwszego czas t1 opuszczenia podestu
dla .

2
1 l=ξ

Dla pr dko ci pocz tkowej v0 = 0,25 m/s, czas t1 = 0,43 s i pr dko  v1 ≅ 0,4 m/s.
Dla pr dko ci pocz tkowej v0 = 0,5 m/s, czas t1 = 0,41 s i pr dko  vl ≅ 0,9 m/s.
Odpowiadaj ce obliczonym pr dko ciom v1 sk adowe normalne N1 reakcji listwy

pionowej wynosz  4N i –16N.
Ujemna warto  si y N1 = –16N, odpowiadaj ca pocz tkowej pr dko ci v0 = 0,5 m/s,

wiadczy o tym, e dla przyj tych parametrów kinematycznych, masowych i geome-
trycznych, pojemnik nie b dzie dociskany do listwy prowadz cej. Prowadzenie poje-
mnika w tej cz ci podestu zapewni listwa umieszczona po drugiej stronie pojemnika
w stosunku do przyj tej na rysunku 3.2.17a.
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Wniosek ten wynika równie  z analizy równania si  wzgl dem osi η, co prowadzi
do warunku N1 > 0 dla zapewnienia docisku do listwy. Prostoliniowy ruch wzgl dny
zapewni  mo na, wprowadzaj c rozwi zanie konstrukcyjne w postaci dwóch równole-
g ych listew. W zale no ci od parametrów uk adu reakcje boczne wyst powa  b d  na
jednej lub drugiej listwie takiego prowadnika.

ZADANIE 3.2.18

Pier cie  o masie m (rys. 3.2.18) rozpoczyna ruch z pr dko ci  pocz tkow  0v  po
g adkiej prowadnicy AB od punktu A do B. Prowadnica obraca si  ze sta  pr dko ci
k tow  ω wzgl dem pionowej osi obrotu. Promie  krzywizny prowadnicy wynosi r.
Obliczy  pr dko  wzgl dn  pier cienia w momencie opuszczania prowadnicy oraz
si  reakcji prowadnicy.

Rozwi zanie
Si y dzia aj ce na pier cie  pokazano na rysunku 3.2.18a, przy czym dla wygody

oblicze  uk ad odniesienia przyj to tak, e o  y jest styczna do prowadnicy, a o  z po-
prowadzona jest wzd u  promienia r. Ruch wzgl dny opisano wspó rz dn  k tow  ϕ.

Rys. 3.2.18 Rys. 32.18a

Si  reakcji N  prowadnicy roz o ono na dwie sk adowe .i zx NN  Si a unoszenia

nuu PP =  dzia a w p aszczy nie yz i jest prostopad a do osi obrotu prowadnicy. Równa-
nie dynamiczne ruchu wzgl dnego ma posta

.gdzie,cor
n
wwwuyxw aaaPPNNgmam +=++++= τ

Dynamika punktu materialnego
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Rzutuj c to równanie na osie uk adu odniesienia otrzymano:

.cossin

,cossin

,0 cor

ϕ−ϕ+=−=

ϕ+ϕ==

−==

τ

mgPNmama

Pmgmama

NPma

uz
n
wwz

uwwy

xwx

Wprowadzaj c ,sin,i 2 ϕω===⋅
ϕ

=ϕ⋅
ϕ

=== τ rmmaPP
r
v

d
dv

dt
d

d
dv

dt
dvavv n

u
n

uuww

drugie z równa  si  zapisa  mo na nast puj co

,cossinsin 2 ϕϕω+ϕ=⋅
ϕ

rmmg
r
v

d
dvm

lub po rozdzieleniu zmiennych

.2sin
2
1sin 22 ϕ





 ϕω+ϕ= drgrvdv

Ca kuj c powy sze równanie otrzymano 1
222 2cos

4
1cos

2
1 Crgrv +ϕω−ϕ−=

i korzystaj c z warunku pocz tkowego dla t = 0, v = v0, ϕ = 0 wyznaczono
2
0

2
1 2

1
4
1 vrgrC +





 ω+=  i ostatecznie

.)]2cos1(5,0)cos1(2[ 2
0

2 vrgrv +ϕ−ω+ϕ−=

Wprowadzenie wspó rz dnej k towej ϕ pozwoli o na uzyskanie wygodnej do ana-
lizy zale no ci v = v(ϕ).

Pr dko  wzgl dn  w momencie opuszczenia pier cienia prowadnicy obliczy
mo na podstawiaj c 

2
π=ϕ

.)2( 2
0

2 vrgrv +ω+=

Obliczaj c:

,cos2cor ϕω== vmPN x
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( )











−ϕω−−ϕ= r

v
rgmN z

2
022 sin22cos3

i podstawiaj c ,
2
π=ϕ  otrzymuje si











+ω+−==

r
v

rgmNN zx

2
0222,0

oraz warto  reakcji prowadnicy .zNN =

ZADANIE 3.2.19

Tuleja o ci arze G = 50 N mo e porusza  si  po g adkim poziomym pr cie obra-
caj cym si  dooko a pionowej osi z pr dko ci  k tow  ω = 2 s–1 (rys. 3.2.19). Do tu-
lei zamocowana jest jednym ko cem liniowa spr yna o wspó czynniku spr ysto ci
k = 520 N/m i d ugo ci swobodnej l0 = 0,5 m. Drugi koniec spr yny zamocowany jest
w osi obrotu. Wyznaczy :

1) po o enie tulei w stanie równowagi wzgl dnej,
2) maksymaln  odleg o  tulei od osi obrotu, je eli nadano jej pr dko  pocz tko-

w  v0 = 0,5 m/s,
3) si  reakcji pr ta.

Rozwi zanie
Si y dzia aj ce na tulej  w uk adzie wzgl dnym xyz pokazano na rysunku 3.2.19a.

Rys. 3.2.19 Rys. 3.2.19a

Dynamika punktu materialnego
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Dynamiczne równanie ruchu wzgl dnego ma posta

,corPPSNGam uw ++++=
gdzie:

S  – si a spr ysto ci spr yny,
n

uu PP = – si a unoszenia,

 zy NNN += – si a reakcji pr ta.

Rzutuj c równanie dynamiczne na o  x i korzystaj c z warunku równowagi
wzgl dnej, tj. ,0i0 == ww va  otrzymuje si  skalarne równanie si  w po o eniu równo-
wagi wzgl dnej

,00 =− SPn
u

gdzie:
S0 = k ⋅ ∆ – si a spr ysto ci w po o eniu równowagi,
∆ – wyd u enie spr yny w tym po o eniu,

)( 0
2 ∆+ω== lmmaP n

u
n

u – si a unoszenia.

Uwzgl dniaj c powy sze, otrzymuje si  z równania równowagi wzgl dnej wyd u-
enie spr yny

.2

2
0

ω−
ω

=∆
mk

ml

Po o enie tulei w stanie równowagi wzgl dnej w stosunku do osi obrotu obliczy
mo na z zale no ci

l = l0 + ∆.

Podstawiaj c dane liczbowe, otrzymano ∆ = 0,02 m i l = 0,52 m. Maksymaln
odleg o  tulei od osi obrotu przy zadanej pr dko ci pocz tkowej v0 mo na otrzyma ,
rozwi zuj c równanie ruchu wzgl dnego po zrzutowaniu dynamicznego równania we-
ktorowego na o  x

.SPma n
uw −=

Podstawiaj c:

,

),(

),( 0
2

xa

xkS

xlmmaP

w

n
u

n
u

=

+∆=

+∆+ω==
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otrzymano równanie ró niczkowe ruchu wzgl dnego

.)()( 0
22 ∆−∆+ω=ω−+ klmxmkxm

Uwzgl dniaj c otrzyman  zale no  na wyd u enie ∆, powy sze równanie ma
posta

.0)( 2 =ω−+ xmkxm

Dla danych liczbowych w zadaniu k – mω2  = 500 N/m > 0 rozwi zanie równania
ró niczkowego b dzie mia o posta

.gdzie,sincos 2
21 ω−=αα+α=

m
ktCtCx

Obliczaj c tCtCx αα+αα−= cossin 21  oraz korzystaj c z warunków pocz tko-
wych ruchu dla t = 0, x = 0, ,0vx =  obliczono sta e ca kowania C1 = 0 i ,0

2 α
= vC

otrzymuj c sko czone równanie ruchu wzgl dnego

.sin 2
20 t

m
k

mk
mvx 










ω−

ω−
=

Równanie to opisuje ruch wzgl dny jako drgania harmoniczne o amplitudzie

.200
ω−

=
mk
mva

Maksymalna odleg o  tulei od osi obrotu wynosi

.202

2
0

000
ω−

+
ω−

ω
+=+∆+=

mk
mv

mk
mllalL

Po uwzgl dnieniu danych liczbowych L = 0,57 m.

Obliczaj c sk adowe si y reakcji z równa :

Ny – Pcor = 0,

Nz – G = 0.

Dynamika punktu materialnego
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gdzie:

,cos

,,22

2
0

corcor

t
m
kvx

mgGxmvmmaP w











ω−=

=ω=ω==

otrzymuje si , przyjmuj c warto  przyspieszenia ziemskiego g = 10 m/s2

.1cos4,050 222 +ω=+= tNNN zy

ZADANIE 3.2.20

Turbinka rozrzutnika granulatu obraca si  wokó  pionowej osi ze sta  pr dko ci
k tow  ω0 (rys. 3.2.20). Padaj ce w pobli u osi obrotu cz stki s  zgarniane przez opat-
ki turbiny i wyrzucane na zewn trz. Promie  tarczy oraz opatki wynosi R. Pomijaj c
tarcie, wyznaczy  pr dko  bezwzgl dn  cz stek w momencie wyrzucania.

Rys. 3.2.20

Rozwi zanie
Si y dzia aj ce na cz steczk  o masie m w p aszczy nie tarczy turbinki pokazano na

rysunku 3.2.20a. Sita ci ko ci G ,  prostopad a do tarczy, równowa y si  z reakcj  2N
tarczy. Si a 1N  jest reakcj  opatki dzia aj c  na cz stk  granulatu. Si a unoszenia uP  ma
tylko sk adow  normaln  n

uP  dzia aj c  wzd u  kierunku OA, przy czym OA = ru  jest
promieniem unoszenia. Do opisania ruchu wzgl dnego wygodnie jest przyj  wspó -
rz dn  k tow  ϕ. Równanie wektorowe ruchu wzgl dnego cz stki ma posta

.gdzie,21cor
n
www

n
uw aaaGNPNPam +=++++= τ
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Rys. 3.2.20a

Rzutuj c powy sze równanie na osie τw i nw przyj tego uk adu odniesienia, otrzy-
muje si :

,
2

sin

,
2

cos

1cor
ϕ−−=

ϕ=τ

n
u

n
w

n
uw

PNPma

Pma

gdzie:

.22

,
2

sin2

,

,

00corcor

2
0

2
0

2

ϕω=ω==

ϕ⋅ω=ω==

ϕ=

ϕ=τ

RmvmmaP

RmrmmaP

Ra

Ra

w

u
n
u

n
u

n
w

w

Po uwzgl dnieniu powy szych zwi zków równania ruchu wzgl dnego maj  posta :

.
2

sin22

,sin

1
22

00
2

2
0

NRmRmmR

R

−ϕω−ϕω=ϕ

ϕω=ϕ

Dynamika punktu materialnego
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Podstawiaj c ,ω⋅
ϕ
ω=ϕ

ϕ
ω=ω=ϕ

d
d

dt
d

d
d

dt
d  z pierwszego równania otrzymano

.sin2
0 ϕϕω=ωω dRd

Przyjmuj c warunki pocz tkowe dla t = 0, vw = 0 (z tego wynika, e ω = 0), ϕ = ϕ0,
po sca kowaniu i uwzgl dnieniu warunków pocz tkowych otrzymano

.coscos2 00 ϕ−ϕω=ω

Z warunków geometrycznych tarczy rozrzutnika wynika, e 0 ≤ ϕ ≤ 60o i pr dko
wzgl dna w momencie wyrzutu wynosi

( ) .5,0cos2 0060o −ϕω=⋅ω=ω= =ϕ RRRv Bw

W momencie wyrzutu pr dko  unoszenia wynosi vu = ω0OB = ω0R i jest wekto-
rem prostopad ym do OB (zgodnie z obrotem tarczy). Wektor pr dko ci wzgl dnej wv
w tym punkcie jest prostopad y do KB i k t pomi dzy pr dko ciami wu vv i  wyno-
si 120o. Pr dko  bezwzgl dn  cz stki granulatu w momencie wyrzutu oblicza si  ze
wzoru

.1cos2cos2120cos2 00
o22 −ϕ−ϕω=++= Rvvvvv wuwub

ZADANIE 3.2.21

Na platformie o masie m2 = 400 kg, poruszaj cej si  z pr dko ci  v0 = 2 m/s, le y
klocek o masie m1 = 100 kg (rys. 3.2.21). W pewnej chwili do platformy przy o ono
sta  si  P  o zwrocie przeciwnym do zwrotu pr dko ci .0v  Wspó czynnik tarcia kloc-
ka po platformie µ = 0,1.

Rys. 3.2.21

Wyznaczy :
1) si  P  tak, aby nie nast pi  po lizg klocka,
2) drog  klocka w przypadku jego po lizgu, je eli do platformy przy o ona jest

si a .2P
Opory ruchu platformy po pod o u pomin .
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Rozwi zanie
Przypadek 1
Rozk ad si  dzia aj cych na platform  i klocek po przy o eniu si y P  pokazano na

rysunku 3.2.21a. Si a unoszenia .211 amamP uu −=−=  Si a tarcia T  ma zwrot przeciw-
ny do zwrotu przewidywanej pr dko ci po lizgu masy m1. Musi zachodzi  zatem waru-
nek równowagi wzgl dnej ,01 =+= TPam uw  z którego wynika równanie

.021 =− Tam

Rys. 3.2.21a

Zak adaj c tarcie rozwini te, otrzymano warto  si y tarcia T = µN = µm1g
i z równania równowagi obliczono przyspieszenie

).m/s10(m/s1 22
1

2 ==µ== ggm
Ta

Szukan  si  P  wyznaczono z dynamicznego równania ruchu masy m2

m2a2 = P – T,

tzn. P = m2a2 + T = 400 + 0,1 ⋅ 100g = 500 N.
Jest to maksymalna, graniczna warto  si y P, przy której jeszcze nie nast pi po-

lizg. Przekroczenie tej warto ci spowoduje po lizg, w którym droga klocka zale na
b dzie od warto ci przy o onej si y.

Przypadek 2
Ruch masy m1 w tym przypadku dzieli si  na dwa etapy:
a) od chwili przy o eniu si y 2P do chwili zatrzymania si  masy m2; czas trwania

po lizgu t1,
b) okres, w którym masa m2 jest w spoczynku (m1 w ruchu); czas trwania po liz-

gu t2.

Czas trwania ca ego po lizgu tp = t1 + t2.

Dynamika punktu materialnego

G–1

–N–

–T

G–2



�
�
��
�
�
�

196 DYNAMIKA

Ad a)
Korzystaj c z rysunku 3.2.21a mo na napisa  dynamiczne równania ruchu obu mas:

ruchu wzgl dnego masy m1 jako m1aw = Pu – T,
ruchu bezwzgl dnego masy m2 w postaci m2a'2 = 2P – T.

Z równania drugiego obliczy  mo na przyspieszenie

2

2

1

2
2 m/s25,2

400
100100022 =−=µ−=−=′

m
gmP

m
TPa

i w dalszej kolejno ci pr dko  masy m2; u2 = v0 – a'2t = 2 – 2,25 t.

Masa m2 zatrzymuje si  po czasie t1. Zatem dla t = t1 u2 = 0 i z tego warunku
otrzymuje si  czas po lizgu do chwili zatrzymania si  masy m2, s.89,0

2

0
1 =

′
=

a
vt

Obliczaj c warto  si y unoszenia ,N225211 =′== amamP uu  z równania ruchu
wzgl dnego wyznaczono przyspieszenie wzgl dne

.m/s25,1 2
1

=
−

= m
TPa u

w

Pr dko  wzgl dna w tym etapie wynosi vw = awt (pr dko  pocz tkowa wzgl dna

równa jest zero), a równanie ruchu wzgl dnego ma posta  22 625,0
2
1 ttaz w ==  (ozna-

czenia jak na rysunku 3.2.21b).

Rys. 3.2.21b

Z powy szych równa  obliczy  mo na pr dko  i drog  przebyt  w pierwszym
etapie ruchu masy m1 odpowiadaj ce chwili  t = t1:

m.5,0625,0)(m/s,11,1)( 2
1111 ==== ttztatv ww

Pr dko  vw(t1) i droga z(t1) s  warunkami pocz tkowymi dla drugiego etapu ru-
chu przy zatrzymanej masie m2.

Vw = 
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Ad b)
Równanie dynamiczne ruchu masy m1 ma posta :

Tzm −=1

lub po podstawieniu danych liczbowych .1−=z

Obliczaj c pr dko  i drog  przy warunkach pocz tkowych, tzn. dla
t1 = 0 m/s,11,1)( 1 == tvz w  z = z(t1) = 0,5 m, otrzymano:

.5,011,1
2
1

,11,1

2 ++−=

+=

ttz

tz

Z równania pr dko ci obliczy  mo na czas do chwili zatrzymania si  masy m1,
tzn. dla 0=z  t2 = 1,11 s, a z równania drogi drog  po lizgu odpowiadaj c  czasowi

tp = t1 + t2 = 2 s. Wynosi ona .m11,15,011,1
2
1)( 2

2
22 =++−== ttstz

Ruch masy m1 w drugim etapie rozpatrywany by  jako bezwzgl dny, gdy  od
chwili t1 masa m2 nie porusza si .

Uwaga. Zadanie to rozwi zano innymi metodami w przyk adzie 3.3.3.

3.2.5. Dynamika punktu o zmiennej masie

ZADANIE 3.2.22

Rakieta, startuj c z wyrzutni podziemnej, korzystaj c z dodatkowego zbiornika
paliwa, osi ga pr dko  v  w chwili opuszczania wyrzutni, i w tym momencie odrzu-
cony jest zbiornik dodatkowy, a dop yw paliwa do silnika odbywa si  z w a ciwego
zbiornika rakiety. Podczas lotu z dyszy wyrzucane s  cz steczki masy ze sta  pr d-

ko ci  wzgl dn  ,wv  a na rakiet  dzia a si a powszechnego ci enia ,2z
mMkP ⋅=

gdzie k jest sta ym wspó czynnikiem, M mas  Ziemi o promieniu R, m mas  rakiety,
z odleg o ci  rakiety od rodka O Ziemi (rys. 3.2.22). Pocz tkowa masa rakiety wraz
z paliwem wynosi m0 = mR + mp0, gdzie mR jest mas  rakiety bez paliwa, mp0 mas
pocz tkow  paliwa. Wyznaczy  funkcj  zmiany masy paliwa mp = mp(t), je eli rakieta
porusza si  ze sta  pr dko ci .

Dynamika punktu materialnego



�
�
��
�
�
�

198 DYNAMIKA

Rys. 3.2.22

Rozwi zanie
Funkcj  zmiany masy paliwa otrzyma  mo na z równania Mieszczerskiego

,)( Φ+= P
dt
vdtm

gdzie 
dt
dmvw=Φ  jest si  reaktywn .

Rzutuj c powy sze równanie na o  z, otrzymuje si  równanie skalarne

.
dt
dmvP

dt
dvm w−−=

Poniewa  pr dko  rakiety v = const, wi c .0=
dt
dv  Si a P na powierzchni Ziemi, tj. dla

z = R, równa jest sile ci ko ci rakiety mg, i z tego warunku wyliczy  mo na wspó -

czynnik .
2

M
gRk =  Si  P zapisa  mo na wzorem ,2

2
2

z
mgRP =  przy czym z, ze wzgl du

na ruch jednostajny rakiety (v  = const), jest znan  funkcj  czasu i wynosi z = R + vt.
Uwzgl dniaj c powy sze zale no ci w równaniu Mieszczerskiego oraz rozdziela-

j c zmienne, otrzymuje si  równanie ró niczkowe pierwszego rz du

.
)( 2

2

vtR
dt

v
gR

m
dm

w +
−=

Rozwi zuj c powy sze równanie, otrzymuje si

.
)(

1ln
2

C
vtRvv

gRm
w

+
+

=
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Sta  ca kowania mo na wyznaczy , znaj c mas  m = m0 w chwili t = 0

.ln
2

0 vv
gRmC

w
−=

Podstawiaj c obliczon  sta  C do rozwi zania równania ró niczkowego oraz
przekszta caj c to rozwi zanie otrzymuje si

.0
vtR

t
v
gR

wemm +
−

=

Uwzgl dniaj c, e masa m jest sum  zmiennej masy paliwa mp = mp(t) i masy mR
rakiety bez paliwa oraz e masa pocz tkowa m0 jest sum  pocz tkowej masy pali-
wa mp0 i masy mR, szukan  funkcj  zmiany masy paliwa zapisa  mo na w postaci

.)( 0 R
vtR

t
v
gR

Rpp memmm w −+= +
−

ZADANIE 3.2.23

Pojazd odrzutowy startuje w gór  stoku nachylonego pod k tem α = 30o o d ugo-
ci stoku AB = l = 2600 m (rys. 3.2.23). Masa pojazdu bez paliwa mR = 100 kg, masa za

paliwa zmienia si  w czasie spalania wed ug zale no ci mp = 160 – 4t.
Wyznaczy  najmniejsz  sta  pr dko  wzgl dn  ,wv  przy której pojazd ruszy na-

tychmiast pod gór  oraz czas i pr dko  osi gni cia szczytu wzniesienia (punkt B).
Przyspieszenie ziemskie przyj  g ≅ 10 m/s2.

Rys. 3.2.23 Rys. 3.2.23a

Rozwi zanie
Si y dzia aj ce na pojazd pokazano na rysunku 3.2.23a, gdzie N  jest si  oddzia y-

wania pod o a, gmG =  si  ci ko ci pojazdu, 
dt
dmvw=Φ  si  reaktywn .

Dynamika punktu materialnego
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Korzystaj c z równania Mieszczerskiego






 <Φ+= 0gdy,doprzeciwna

dt
dmv

dt
dmvP

dt
vdm ww

otrzymuje si  równanie skalarne wzgl dem osi x (dla przypadku odrywania si  cz stek
od masy m) w postaci

.sin
dt
dmvmg

dt
dvm w−α−=

Warunkiem rozpocz cia ruchu w chwili pocz tkowej jest

0sin ≥−α−
dt
dmvmg w

dla masy m odpowiadaj cej chwili pocz tkowej, tj.

( ) ( ) kg160100000 +==+=== tmmtmm pR

i

( ) kg/s.40 −==t
dt
dm

Z powy szego warunku otrzymuje si  .m/s325
4
sin0 =α≥ gmvw

Za ó my, e cz stki paliwa s  wyrzucane w chwili startu z pr dko ci  wzgl dn
vw = 330 m/s. Analizuj c ruch pojazdu na drodze równej d ugo ci stoku l, rozwa y
nale y nast puj ce trzy przypadki:

1) paliwo ulegnie ca kowitemu spaleniu przed osi gni ciem szczytu stoku i w tym
wariancie rozwa a si  dwa etapy ruchu: do chwili wypalenia si  paliwa i po
spaleniu paliwa,

2) paliwo ulegnie ca kowitemu spaleniu w momencie osi gni cia szczytu stoku,
3) paliwo nie zostanie ca kowicie spalone w momencie osi gni cia szczytu stoku.

Przypadek 1
Równanie ruchu pojazdu ma posta

,sin1
dt
dmvmg

dt
dvm w−α−=

gdzie:

m/s.330

,kg/s4

kg,4260
,m/s10 2

=

−=

−=+=
≅

w

pR

v
dt
dm

tmmm
g
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Po podstawieniu otrzymuje si

( ) ( )

.5
65
330

,1320426054260

1

1

−
−

=

+−−=−

tdt
dv

t
dt

dvt

Po sca kowaniu otrzymano

.565ln330 11 Cttv +−−−=

Sta  C1 wyznaczono z warunków pocz tkowych: dla t = 0, v1 = 0; C1 = 330 ln 65.
Pr dko  pojazdu w tym etapie zmienia si  wi c zgodnie z równaniem

( ) .565ln65ln3301 ttv −−−=

Czas ts ca kowitego spalenia paliwa obliczy  mo na z zale no ci:

mp = 160 – 4ts = 0,
sk d

ts = 40 s.

W tym czasie pojazd osi gnie pr dko

vs = v1(ts) = 115,3 m/s ≅ 415 km/godz.

Równanie sko czone ruchu, odpowiadaj ce etapowi spalania paliwa, otrzyma
mo na, ca kuj c pr dko  v1, tzn.

[ ] ,5,2)165(ln)65(65ln330 2
2

1 Cttttx +−−−−+=

gdzie C2 = –330 ⋅ 206,3 wyznacza si  z warunków pocz tkowych dla t = 0, x1 = 0.

Równanie ruchu ma posta

[ ] .5,23,206)165(ln)65(65ln330 2
1 ttttx −−−−−+=

Z równania tego obliczy  mo na drog  xs = x1(ts) odpowiadaj c  chwili ca kowite-
go spalenia paliwa. Podstawiaj c ts = 40 s, otrzymuje si  xs = 1280 m. Paliwo ulegnie
wi c ca kowitemu spaleniu przed osi gni ciem szczytu wzniesienia i drugi etap ruchu
odbywa si  pod wp ywem oddzia ywania sta ej si y ci ko ci równej mRg (ci ar kon-
strukcji rakiety).

Dynamika punktu materialnego
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Równanie dynamiczne ruchu w tym etapie ma posta

,sin2 α−= gm
dt

dvm RR

sk d

.m/s10,sin
2
1

,sin

2
43

2
2

32

≅++α−=

+α−=

gCtCgtx

Cgtv

Sta e ca kowania C3 i C4 wyznacza si  z warunków pocz tkowych ruchu dla tego
etapu, tzn.
dla

t = 0,    v2 = 115,3 m/s,    x2 = 0,
sk d

C3 = 115,3 m/s,    C4 = 0.

Z otrzymanych równa :

,3,1155,2

,3,1155

2
2

2

ttx

tv

+−=

+−=

obliczy  mo na czas tk osi gni cia szczytu stoku (punkt B) oraz v2(tk). Oznaczaj c

xk = l – xs = 2600 – 1280 = 1320 m jako drog  do punktu B,

czas tk oblicza si  z równania

,3,1155,2 2
kkk ttx +−=

czyli
.s1,25,s1,21013203,1155,2 21

2 ===+− kkkk tttt

W czasie tk1 = 21,1 s pojazd osi gnie pr dko  równ

v2(tk1) = vk = –5tk1 + 115,3 = 9,7 m/s ≈ 35 km/godz.

i jest to pr dko  na szczycie stoku.

Czas tk2 = 25,1 s odpowiada chwili powrotu dla przypadku „teoretycznego” ruchu
pojazdu wzd u  przed u onej linii stoku poza punkt B. Pojazd osi gn by w którym
punkcie tej linii pr dko  równ  zeru i powróci by do punktu B w czasie tk2. Ze wzgl -
du na narzucone rzeczywiste warunki ruchu (punkt B jest najwy szym punktem sto-
ku) nie mo na bra  pod uwag  czasu tk2. Zatem pojazd osi ga w punkcie B pr dko
vk = 9,7 ≅ 35 km/godz. w chwili tc = ts + tk1 = 61,1 s od momentu ruszenia.

Ze wzgl du na to, e paliwo ulegnie ca kowitemu spaleniu przed osi gni ciem
szczytu stoku nie rozpatruje si  przypadków 2 i 3.
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ZADANIE 3.2.24

ód  odrzutowa na skutek spalania si  paliwa zmienia mas  M zgodnie z rów-
naniem M = 1800 – 2t kg. Pr dko  wzgl dna wyrzucanych cz stek spalanego ga-
zu vw = 800 m/s. Podczas ruchu odzi dzia a na ni  si a oporu R  proporcjonalna do
pr dko ci odzi v , vR 2−=  (rys. 3.2.24). Wyznaczy  równanie ruchu odzi oraz jej
pr dko  po spaleniu si  paliwa, je eli masa odzi bez paliwa wynosi m0 = 600 kg.

Rys. 3.2.24

Rozwi zanie
Si y dzia aj ce na ód  pokazano na rysunku 3.2.24, gdzie

F – si a wyporu wody.

G  – si a ci ko ci odzi,

R kv= − – si a oporu ruchu, ,2
m
Nsk =

dt
dMvw=Φ – si a reaktywna.

Rzutuj c równanie Mieszczerskiego na o  x otrzymuje si

,
dt

dMvkv
dt
dvm w−−=

a po podstawieniu danych i rozdzieleniu zmiennych

.
900800 t

dt
v

dv
−

=
−

Wykorzystuj c warunki pocz tkowe ruchu: t = 0, v = 0, x = 0, otrzymuje si , po
rozwi zaniu równania ró niczkowego, równanie pr dko ci i przemieszczenia odzi:

.
9
4,

9
8 2txtv ==

Dynamika punktu materialnego
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Pr dko  odzi po spaleniu si  paliwa wyznacza si , obliczaj c czas ts spalania
paliwa.

Dla t = 0 ca kowita masa odzi wynosi M0 = 1800 kg.
Uwzgl dniaj c mas  odzi bez paliwa m0 = 600 kg, obliczy  mo na mas  pocz t-

kow  paliwa mp0 = 1200 kg.
Z zale no ci M = M0 – 2t, gdzie M = m0 + mp, M0 = m0 + mp0, otrzymuje si  funkcj

zmiany masy paliwa mp w czasie, tj.

mp = mp0 – 2t.

Z powy szej zale no ci oblicza si  czas ts spalania paliwa, tzn. dla

mp = 0,    ts = 600 s.

Pr dko  odzi po spaleniu paliwa wynosi wi c

.km/godz1920m/s533600
9
8

9
8 ≅≅⋅== ss tv

Po spaleniu si  paliwa na ód  nie dzia a si a reaktywna i dla tego etapu dynamicz-
ne równanie ruchu ma posta :

,kg600,2, 01
1

0 ==−= mvRR
dt
dvm

a po przekszta ceniu

.
300
1

1

1 dt
v
dv −=

Rozwi zuj c powy sze równanie przy warunkach pocz tkowych dla tego etapu
ruchu: t = 0, v1 = vs = 533 m/s, x1 = 0, otrzymuje si  równanie pr dko ci i przemieszcze-
nia odzi w drugim etapie ruchu:

.m][1159900

,m/s][533

300
1

1

300
1

1
















−=

=

−

−

t

t

ex

ev



�
�
��
�
�
�

205

ZADANIE 3.2.25

Platforma adowana z rynny zsypowej zbiornika materia u sypkiego porusza si
w czasie adowania ze sta  pr dko ci  v = 0,2 m/s (rys. 3.2.25). Moment nap dowy na
b bnie linowej podci garki platformy równy jest M = 160 Nm. Promie  b bna pod-
ci garki r = 0,2 m. Pr dko  zsypywania v1 = 1,2 m/s, k t zsypywania α = 60o, masa
pustej platformy m0 =1000 kg. Wyznaczy  równanie zmiany masy m = m(t) platformy
w dwóch przypadkach:

1) z uwzgl dnieniem si y oporu jazdy F = 0,2G (G = mg jest ci arem platformy),
2) z pomini ciem si y oporu jazdy.

Rys. 3.2.25

Rozwi zanie
Jest to przypadek ruchu uk adu o zmiennej masie z do czaniem si  cz stek masy.

Rozk ad pr dko ci cz steczki dm pokazano na rysunku 3.2.25a. Równanie Mieszczer-
skiego ogólnie mo na zapisa  w postaci:

,
dt
dmvP

dt
vdm w+=

gdzie:
P S F= + – si a dla przypadku (1),

P S= – si a dla przypadku (2),

gdzie:
S – si a w linie podci garki,
F – si a oporu jazdy.

Dynamika punktu materialnego
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Ad 1)
Rzutuj c równanie Mieszczerskiego na o  x przyj tego uk adu odniesienia

(rys. 3.2.25a) otrzymuje si

.2,0,,cos, 1 mgF
r

MSvv
dt
dmvFS

dt
dvm wxwx ==α=+−=

Poniewa  v = const, wi c

( ) 0cos2,0 1 =−α+−
dt
dmvvmg

r
M

i po podstawieniu danych liczbowych i rozdzieleniu zmiennych otrzymuje si

.5
400

dt
m

dm =
−

Rys. 3.2.25a

Rozwi zuj c powy sze równanie z uwzgl dnieniem pocz tkowej masy platformy
m0 = 1000 kg, otrzymuje si  równanie zmiany masy w postaci

m = 400 + 600 e5t  [kg].

Ad 2)

Równanie ruchu wzgl dem osi x ma w tym przypadku posta

,
dt
dmvS

dt
dvm wx+=

lub po podstawieniu danych liczbowych i rozdzieleniu zmiennych

dm = –2000dt.
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Uwzgl dniaj c mas  pocz tkow  m0 = 1000 kg, otrzymuje si , po sca kowaniu,
równanie zmiany masy

m = 1000 – 2000t  [kg].
Otrzymany wynik jest sprzeczny z warunkami zadania, z których wynika, e masa

platformy na skutek jej dosypywania musi rosn  w czasie, a nie male . Wzrost masy
w tym przypadku, tj. przy pomini ciu si y oporu jazdy, uzyska  mo na, zmieniaj c
zwrot si y S  w linie podci garki. Praktycznie oznacza to, e platforma nie mo e by
ci gni ta, lecz hamowana si  S  (nap dza j  xΦ  – si a reaktywna).

Do samodzielnego rozwa enia pozostawia si  inne przypadki pracy adowarki,
np. pionowy kierunek zasypywania platformy oraz przeciwny do jej pr dko ci v .

3.3. Dynamika uk adu punktów materialnych

ZADANIE 3.3.1

Dane s  si y ci ko ci Q Gi  cia  A i B oraz k t równi pochy ej α. Wspó czyn-
nik tarcia kinetycznego cia a B po pod o u wynosi µ. Wyznaczy  najmniejszy ci ar
Q = Qmin, który spowoduje ruch uk adu oraz pr dko  cia  po czasie t = τ sekund,  je eli
dla t = 0, pr dko  v = v(0) = 0. Mas  kr ka pomin .

Rozwi zanie
Wyznaczenie Qmin jest zagadnieniem nale cym do dziedziny statyki. Dzia anie

tarcia statycznego na bry  B mo e uniemo liwi  ruch tego uk adu. Przyk adaj c do
cia a B si  T  tarcia rozwini tego i korzystaj c z równa  równowagi, wyznacza si
ci ar graniczny Qgr. Ka da warto  Q > Qgr spowoduje ruch, który ze wzgl du na
µs > µ b dzie si  dalej rozwija . Oba cia a oddzia ywuj  na siebie poprzez lin , co
przedstawiono w postaci  si y napi cia 0S  (rys. 3.3.1a).

Rys. 3.3.1a

Dynamika uk adu punktów materialnych
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Z warunku równowagi cia a A wynika, e S0 = Qgr
. sinα, dla cia a za  B jest Ts = S0,

przy czym Ts = µsN = µsG. Z tych zale no ci otrzymano

.
sin

czyli
sin

i
sin minmin α

µ>
α

µ=>
α

µ= ss
gr

s
gr GQGQQGQ

Przy Q = Qgr ruch jest mo liwy tylko po zadaniu dowolnej pr dko ci pocz tkowej
v0 ≠ 0.

Wyznaczenie pr dko ci cia  po czasie t = τ nale y do zagadnie  dynamiki. Roz-
wi zania tego problemu dokonano dwiema metodami, wykorzystuj c:

1) zasad  ruchu rodka masy,
2) zasad  p du i pop du uk adu punktów materialnych.

Ad 1)
Na rysunku 3.3.1b pokazano przy o one si y zewn trzne i wewn trzne do cia  po

uwolnieniu ich od wi zów. Poniewa  masa kr ka jest równa zeru wi c S1 = S2.
Zasad  ruchu rodka masy zapisano wektorowo:

( ) ,ABsBA NQRTNGamm +++++=+

gdzie:
mA, mB – masy cia  A i B,

sa – przyspieszenie rodka masy uk adu,

BA NN , – si y reakcji normalne,
T – si a tarcia,
R – reakcja zewn trzna uk adu przy o ona na kr ku.

Rys. 3.3.1b

Q–
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Rzutuj c to równanie na osie x i y przyj tego uk adu odniesienia, otrzymano:

( )

( ) .
2

coscos

,
2

sinsin

α+−−+α=+

α+−α=+

RQGNNamm

RTNamm

BsyBA

sxBA

Rzut przyspieszenia sa  na osie x i y mo na zapisa :

( )

( ) .

,

2

2

2

2

BA

ByBAyA
ssy

BA

BxBAxA
ssx

mm
amam

y
dt
da

mm
amamx

dt
da

+
+

==

+
+==

Rzuty przyspiesze  cia  A i B zgodnie z rysunkiem 3.3.1a wynosz :

aAx = aAcos α,    aAy = –aAsin α,    aBx = aB,    aBy = 0,

przy czym aA = aB = a.

Uwzgl dniaj c powy sze zale no ci otrzymuje si

( ) ,
2

sinsincos α+−α=+α RTNamm ABA

.
2

coscossin α++−−α=α− RNQGNam BAA

Z rzutów si  na kierunki normalne do kierunków ruchu dla ka dej bry y wyzna-
czono:

NA = Q cos α,    NB = G    oraz    T = µNB = µG.

Uwzgl dniaj c powy sze zwi zki w uk adzie równa  otrzymano:

( )

.
2

cossinsin

,
2

sinsincoscos

2 α+α−=α−

α+µ−αα=+α

RQam

RGQamm

A

BA

Podstawiaj c g
Gmg

Qm BA == ,  oraz ruguj c R i korzystaj c z odpowiednich
wzorów trygonometrycznych, wyznaczono warto  przyspieszenia a

.sin g
GQ

GQa ⋅
+

µ−α=

Dynamika uk adu punktów materialnych
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Ca kuj c obustronnie powy sz  zale no  przy warunku pocz tkowym v(0) = 0
otrzymuje si

,sin gt
GQ

GQv
+

µ−α=

a dla t = τ pr dko  .sin)( τ
+

µ−α=τ g
GQ

GQv

Aby spe ni  warunki zadania, musi zachodzi  Q sin α – µG > 0 (patrz pierwsza
cz  rozwi zania).

Ad 2)

Zasada p du i pop du dla uk adu punktów materialnych ma posta

.
2

1

12 ∫=−
t

t
g dtWpp

W rozpatrywanym przypadku p d w chwili pocz tkowej t1 wynosi ,01 =p  nato-
miast w chwili .czymprzy22 BABBAA vvvmvmpt =+=

Suma geometryczna si  zewn trznych wynosi

.RTNNQGW BAg +++++=

Zasada p du i pop du ma wi c posta

( ) .
2

1
∫ +++++=+
t

t
BABBAA dtRTNNQGvmvm

Rzutuj c powy sze równanie wektorowe na osie x i y, otrzymuje si

.
2

coscossin

,
2

sinsincos

2

1

2

1

∫

∫






 α++−−α=α−






 α+−α=+α

t

t
BAAA

t

t
ABBAA

dtRNQGNvm

dtRTNvmvm

Uwzgl dniaj c, e NA = Qcos α, NB = G, T = µNB = µG po sca kowaniu, otrzymuje si :

( )( )

( ) .
2

cossin

,
2

sinsincoscos

2

1

2

1

12
2

12

dtRttQvm

dtRttGQvmvm

t

t
AA

t

t
BBAA

∫

∫

α−−α

α+−µ−αα++α
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Ruguj c z powy szych równa  pop d si y R  oraz uwzgl dniaj c, e ,g
QmA =

g
GmB =  i vA = vB = v, otrzymano τ

+
µ−α= g

GQ
GQv sin  gdzie τ = t2 – t1. Zasad  p du

i pop du wykorzysta  mo na w tym przypadku równie  w inny sposób, stosuj c j  do
ka dego cia a osobno, a nie do ca ego uk adu.

Korzystaj c z rysunku 3.3.1b mo na powy sz  zasad  zapisa  dla ka dego cia a
w postaci:

( )

( ) ( ) ,

,sin

2

1

2

1

2

1

11

2

dtGSdtTSvm

dtSQvm

t

t

t

t
BB

t

t
AA

∫∫

∫

µ−=−=

−α=

a po sca kowaniu w postaci

( )

( ).

,sin

121

212

2

1

2

1

ttGdtSvm

dtSttQvm

t

t
BB

t

t
AA

−µ−=

−−α=

∫

∫

Uwzgl dniaj c, e S1 = S2, vA = vB = v, g
Gmg

Qm BA == ,  i ruguj c pop dy si  S1
i S2, otrzymuje si

.,sin
12 ttg

GQ
GQv −=ττ

+
µ−α=

W rozpatrywanym przypadku ten sposób prowadzi najszybciej do celu.

ZADANIE 3.3.2

Na wózku o masie m1 = 500 kg umieszczony jest zespó  t okowy o masie t oka
m2 = 600 kg i masie przeciwwagi m3 = 20 kg. Korba OA obraca si  ze sta  pr dko ci
k tow  ω = 10 rad/s. D ugo  OA = AB = r, OC = q (rys. 3.3.2).

Wyznaczy  wspó czynnik spr ysto ci k spr yny tak, aby podczas ruchu uk adu
nie zachodzi y drgania rezonansowe wózka.

Rys. 3.3.2

Dynamika uk adu punktów materialnych

C
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Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano dwiema metodami:
1) wykorzystuj c zasad  ruchu rodka masy,
2) wykorzystuj c zasad  p du uk adu punktów materialnych.

Ad 1)
Si y czynne i reakcje przy o one do uk adu po uwolnieniu od wi zów pokazano na

rysunku 3.3.2a. Ze wzgl du na to, e analizuje si  ruch wózka, zasad  ruchu rodka
masy wykorzystano wzgl dem osi x odpowiednio przyj tego uk adu odniesienia:

( ) ,321 Sxmmm s −=++
gdzie:

S = k∆ = k(x1 – HK) si a spr ysto ci spr yny o wspó czynniku spr ysto ci k,
∆ – odkszta cenie spr yny,

HK = const,
x1 – wspó rz dna rodka masy wózka.

Obliczaj c wspó rz dne x-owe masy t oka i przeciwwagi

x2 = x1 + 2r cos ϕ,   ϕ = ωt,

x3 = x1 – q cos ϕ

oraz korzystaj c ze wzoru na wspó rz dn  xs, rodka masy uk adu, otrzymuje si  po
zró niczkowaniu

( ) ( )
.

cos2

)(

321

2
231321

321

332211
2

2

2

2

mmm
trmqmxmmm

mmm
xmxmxm

dt
dx

dt
dx ss

++
ωω−+++

=

=







++
++

==

Rys. 3.3.2a

G2

x3
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Podstawiaj c sx  do zasady ruchu rodka masy otrzymuje si

( ) ( ) )(cos2 2
3211321 HKktqmrmkxxmmm +ωω−=+++

lub

,cos 11
2
01 CtAxx +ω=ω+

gdzie:

.

,
2

,

321
1

321

02

321

32

321

2
0

mmm
HKkC

mmm
P

mmm
qmrmA

mmm
k

++
=

++
=ω

++
−

=

++
=ω

Powy sze równanie ró niczkowe opisuje ruch (drgania) wózka pod wp ywem si y
wymuszaj cej o amplitudzie P0, i cz sto ci wymuszenia ω. Cz sto  ω0 nazywa si  cz -
sto ci  drga  w asnych, a drgania rezonansowe zachodz , je eli ω0 = ω. Aby unikn
drga  rezonansowych i niebezpiecznego wzrostu amplitud drga  w stanie rezonansu,
musi by  spe niony warunek ω0 ≠ ω, przy czym, je eli ruch drgaj cy odbywa si  z cz -
sto ci  ω < ω0, to nie ma mo liwo ci wyst pienia drga  rezonansowych, a je eli ω > ω0,
to nale y liczy  si  ze wzrostem amplitud drga  podczas rozruchu uk adu i przechodze-
niu przez rezonans przy ω = ω0. W uk adach rzeczywistych stosuje si  elementy t umi -
ce drgania i ograniczaj ce amplitudy drga  rezonansowych. Znaj c cz sto  drga  w a-
snych ω0, obliczy  mo na wspó czynnik spr ysto ci spr yny z zale no ci

( ).321
2
0 mmmk ++ω=

Ruch wózka zachodzi poza rezonansem je eli ω0 ≠ ω, tzn. musi by

( ) ( ).321
2
0321

2 mmmmmmk ++ω=++ω≠

Podstawiaj c dane liczbowe otrzymuje si  .m
kN58≠k

Dla obliczonego wspó czynnika spr ysto ci k oraz przyjmuj c materia  spr yny,
dobra  mo na z odpowiednich wzorów parametry geometryczne spr yny, tzn. redni-
c  drutu, rednic  i d ugo  spr yny, ilo  zwojów spr yny.

Dynamika uk adu punktów materialnych
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Ad 2)
Wyznaczaj c podobnie jak poprzednio wspó rz dne x-owe poszczególnych mas,

a nast pnie obliczaj c wspó rz dn  x-ow  p du uk adu, otrzymuje si

( )

( ) ( ) ( ) .sin2sin

sin2

32132113

1211332211

tqmrmxmmmtqxm

trxmxmxmxmxmPux

ωω−−++=ωω++

+ωω−+=++=

Zasada p du wzgl dem osi x ma posta

).(gdzie 1 HKxkSS
dt

dpux −=−=

Obliczaj c ( ) ( ) ,cos2 2
321321 tqmrmxmmm

dt
dpux ωω−−++=  otrzymuje si  z za-

sady p du równanie

( ) ( ) ),(cos2 2
3211321 HKktqmrmkxxmmm +ωω−=+++

identyczne jak równanie otrzymane przy wykorzystaniu zasady ruchu rodka masy.
Dalszy tok oblicze  jest analogiczny jak poprzednio.

ZADANIE 3.3.3

Na platformie o masie m2 = 400 kg, poruszaj cej si  z pr dko ci  v0 = 2 m/s le y
cia o o masie m1 = 100 kg. W pewnej chwili do platformy przy o ono sta  si-

 P o zwrocie przeciwnym do ruchu uk adu  mas (rys. 3.3.3). Wspó czynnik tarcia cia a
po platformie µ = 0,l. Wyznaczy  maksymaln  warto  si y 0PP =  tak, aby nie wyst pi
po lizg cia a po platformie, oraz drog  cia a o masie m1 do chwili zatrzymania si  uk a-
du, je eli do platformy przy o ono si  .2 0PP =

Rys. 3.3.3

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano, wykorzystuj c dwie zasady:
1) zasad  ruchu rodka masy,
2) zasad  p du i pop du.
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Ad 1)
Si y zewn trzne czynne i reakcje dzia aj ce na uk ad mas pokazano na rysun-

ku 3.3.3a. Si a tarcia pomi dzy cia ami jest si  wewn trzn  uk adu i nie wyst pi
w równaniu zasady ruchu rodka masy, która ma posta :

( ) .212121 RRGGPamm s ++++=+

Rys. 3.3.3a

Rzutuj c powy sze równanie wektorowe na o  x przyj tego uk adu odniesienia
(uk ad odniesienia przyj to tak, e w chwili przy o enia si y P , tzn. dla t = 0, pr dko
obu mas jest równa ,0)0(a,0 =sxv  otrzymuje si  równanie

(ml + m2) asx = –P.

Poniewa  ruch uk adu zachodzi tylko w kierunku osi x, przyspieszenie rodka
masy jest równoleg e do osi x i asx = as. Je eli nie ma po lizgu, oznacza to, e ka da
z mas ma takie samo przyspieszenie jak rodek masy. Przyspieszenie obliczy  mo na,
badaj c ruch cia a o masie m1 (rys. 3.3.3b).

Rys. 3.3.3b

Równanie ruchu tego cia a ma posta
m1a =  –T,

gdzie T = µN  = µm1g.
Si a tarcia jest si  tarcia rozwini tego, co odpowiada maksymalnej warto ci si y

,0PP =  takiej, eby jeszcze nie by o po lizgu. Ka da si a o warto ci wi kszej od P0
spowoduje wyst pienie po lizgu. Ka da warto  si y P  mniejsza od P0 zapewnia ruch
bez po lizgu.

Dynamika uk adu punktów materialnych
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Obliczaj c ,m/s1 2
1
1

1
≅µ=== m

gm
m
Taa s  wyznaczy  mo na ( ) .210 sammPP +==

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymuje si  P0 = 500 N. W przypadku przy o e-
nia si y 02P  cia o o masie m1 zacznie lizga  si  po platformie i aby obliczy  drog
po lizgu, rozpatrzy  nale y niezale nie ruch obu cia  (rys. 3.3.3b).

Równanie ruchu masy m1 ma posta

m1a = –T,
sk d

.m/s1 2

1
1 −=−= m

Ta

Po sca kowaniu otrzymuje si  pr dko  i przemieszczenie masy m1:

.
2
1)(

,)(

22
2

1

1

CtCttx

Cttv

++=

+−=

Równanie ruchu platformy ma posta

m2a2 = T – 2P0,
sk d

.m/s25,2
2 2

2

0
2 =

−
=

m
PTa

Po sca kowaniu otrzymuje si  pr dko  i przemieszczenie platformy:

u(t) = – 2,25t + C3,
x2(t) = –1,125t2 + C3t + C4.

Wykorzystuj c warunki pocz tkowe ruchu
t = 0,    v = v0,    x1 = 0,    u = v0,    x2 = 0

wyznaczono sta e ca kowania:
C1 = v0 = 2 m/s,    C2 = 0,    C3 = v0 = 2 m/s,    C4 = 0,

i otrzymano nast puj ce równania opisuj ce pr dko ci i przemieszczenia obu mas:

.125,12)(,
2
12)(

,25,22)(,2)(

2
2

2
1 tttxtttx

ttuttv

−=−=

−=−=

Z powy szego uk adu równa  wyznaczy  mo na czas t1 i drog  x1(t1) hamowania
masy m1 oraz czas t2 i drog  x2(t2) hamowania platformy (v(t1) = u(t2) = 0):

t1 = 2 s,    x1(t1) = 2 m,    t2 = 0,89 s,    x2(t2) = 0,89 m.

Drog  po lizgu masy m1 oblicza si  jako ró nic  dróg x1(t1) i x2(t2):

l = x1(t1) – x2(t2) = 1,11 m.
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Ad 2)
Analizuj c ruch uk adu mas analogicznie jak w przypadku 1) zapisa  mo na zasa-

d  p du i pop du dla obu mas i dla masy m1 w postaci (rys. 3.3.3.a, b):

( )

∫

∫
τ

τ

=−

++++=−

0
1121

0
212112

,

,

dtTpp

dtPRRGGpp

gdzie:
  i ( ) 0211 vmmp +=  jest p dem uk adu w chwili pocz tkowej t = 0,
 02 =p  jest p dem uk adu po zatrzymaniu,
i 0111 vmp =  jest p dem masy m1 w chwili pocz tkowej t = 0,

021 =p  jest p dem masy m1 po zatrzymaniu,
τ – czas zatrzymania uk adu.

Po zrzutowaniu na o  x oraz przyjmuj c P = P0, otrzymuje si :

( )

.

,

0
101

0
0

0021

∫

∫
τ

τ

τµ−=τµ−=τ−=−=−

τ−=−=+−

gmNTTdtvm

PdtPvmm

Ruguj c czas τ z powy szych równa , obliczono si  P0 = 500 N, która nie spowo-
duje po lizgu.

W przypadku wyst pienia po lizgu, tzn. po przy o eniu si y ,2 0PP =  drog  po li-
zgu wyznaczy  mo na, stosuj c zasad  p du i pop du dla obu mas oddzielnie:

( )

( )∫

∫

+++++=−

++=−

t

t

dtPTNRRGpp

dtGNTpp

0
02121222

0
11121

,2

,

gdzie:
   1121 vmp =  jest p dem masy m1 w dowolnej chwili t,
   01111 vmp =  jest p dem tej masy w chwili t = 0,
   2222 vmp =  jest p dem masy m2 w dowolnej chwili t,
   0212 vmp =  jest p dem tej masy w chwili t = 0,

21, vv – pr dko ci bezwzgl dne obu mas.

Rzutuj c na o  x równania przyrostów p dów otrzymuje si :

( )∫

∫

−−=−

−=−

t

t

dtPTvmvm

Tdtvmvm

0
00222

0
0111

.2

,

Dynamika uk adu punktów materialnych
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Podstawiaj c T = µN = µm1g i ca kuj c, otrzymano równania pr dko ci:

.
2

, 2
10

0201 t
m

gmPvvgtvv µ−−=µ−=

Po ponownym sca kowaniu otrzymuje si  równania sko czone ruchu obu mas:

,
2

,
2
1 2

2
10

02
2

01 t
m

gmPtvxgttvx µ−
−=µ−=

przy warunkach pocz tkowych: t = 0, x1 = 0, x2 = 0.

Przyjmuj c v1 = 0, v2 = 0, mo na z równa  pr dko ci wyznaczy  czasy zatrzyma-
nia si  obu mas, a nast pnie przebyte drogi, tzn.:

( ).
2

,
2

,
2

,
10

2
02

2

2
0

1
10

02
2

0
1 gmp

vmx
g

vx
gmp

vmt
g

vt
µ−

=
µ

=
µ−

=
µ

=

Drog  po lizgu wyznacza si  jako ró nic  dróg x1 i x2:

( )
( ) .
22

2 2
0

10

210
21 v

gmPg
mmgPxxl

µ−µ
+µ−

=−=

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymuje si  l = 1,11 m.

Uwaga. Zadanie to mo na rozwi za , stosuj c równania dynamiki punktu w ru-
chu wzgl dnym (patrz zadanie 3.2.21).

ZADANIE 3.3.4

Dane s  si y ci ko ci QGG ,, 21  poszczególnych bry  i k t α klina (rys. 3.3.4).
W chwili pocz tkowej uk ad cia  jest nieruchomy. Po zwolnieniu blokady ci ar G2
opada ruchem jednostajnie przyspieszonym zgodnie z równaniem h = kt2, k = const.
Obliczy  pr dko  i drog  klina w funkcji czasu.

Rys. 3.3.4
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Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano dwiema metodami:
1) stosuj c zasad  zachowania ruchu rodka masy,
2) wykorzystuj c zasad  zachowania p du uk adu punktów materialnych.

Ad 1)

Przyk adaj c si y zewn trzne dzia aj ce na uk ad materialny (rys. 3.3.4a) i stosuj c
zasad  ruchu rodka masy, po zrzutowaniu na o  x otrzymuje si

( ) ,0321 =++ sxmmm

gdzie sx  jest wspó rz dn  przyspieszenia rodka masy na osi x.

Rys. 3.3.4a

Jak wynika z powy szego równania, spe niona zosta a zasada zachowania ruchu
rodka masy wzgl dem osi x. Bezpo rednio z powy szego równania wynika, e ,0=sx

z czego .i 211 CtCxCx ss +==
W chwili pocz tkowej uk ad by  w spoczynku, tzn. dla  t = 0 ,0=sx  a wi c C1 = 0

i xs = C1 = const.
Podczas ruchu uk adu wspó rz dna xs rodka masy nie zmienia si . Oznaczaj c

przez I
sx  po o enie pocz tkowe rodka masy i przez II

sx  po o enie w dowolnej chwili,
mo na napisa , e .III

ss xx =  Oznaczaj c wspó rz dne rodków mas bry  w chwili pocz t-
kowej przez ,,, I

3
I
2

I
1 xxx  a  w chwili dowolnej przez II

3
II
2

II
1 ,, xxx  (rys. 3.3.4a), otrzymuje

si  zale no ci:

.
321

II
33

II
22

II
11

321

I
33

I
22

I
11

mmm
xmxmxm

mmm
xmxmxm

++
++

=++
++

Dynamika uk adu punktów materialnych



�
�
��
�
�
�

220 DYNAMIKA

Uzale niaj c wspó rz dne II
3

II
2

II
1 ,, xxx  od ,,, I

3
I
2

I
1 xxx  otrzymuje si :

,

,

,cos

I
3

II
3

I
2

II
2

I
1

II
1

lxx

lxx

hlxx

+=

+=

α++=

gdzie l oznacza przemieszczenie klina (przyj to ruch w prawo) i po odpowiednich pod-
stawieniach i przekszta ceniach otrzymuje si  przemieszczenie klina:

.coscos 2

21

12

321

1 t
QGG

kGt
mmm

kml
++
α−=

++
α−=

Znak minus oznacza, e przemieszczenie klina nast pi w rzeczywisto ci w stron
przeciwn , ni  za o ono. Pr dko  klina obliczono jako ,3 dt

dlv =

.cos2

21

1
3 t

QGG
kGv

++
α−=

Ad 2)

Oznaczaj c przez p  p d uk adu, zasad  p du mo na zapisa

( ).5

1
2121

1
∑∑
==

++++==
i

n

i
i RRQGGP

dt
pd

Rzutuj c powy sze równanie na o  x (rys. 3.3.4b), otrzymuje si  .0=
dt

dpx

Rys. 3.3.4b

Co oznacza, e wzgl dem osi x spe niona zosta a zasada zachowania p du px = const
podczas ruchu uk adu. Poniewa  w chwili pocz tkowej uk ad by  w spoczynku, wi c
dla t  = 0 jego p d px = 0 i w czasie ruchu nie mo e si  zmieni .

R– R–2

V–u V–u2
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Oznaczaj c przez 321 ,, vvv  pr dko ci mas m1, m2, m3, p d uk adu zapisa  mo na
w postaci:

.332211 vmvmvmp ++=

Masy m1 i m2 poruszaj  si  ruchem z o onym (ruch unoszenia klina, ruch wzgl dny
wzgl dem klina), w zwi zku z czym ich pr dko ci bezwzgl dne wynosz  (rys. 3.3.4b):

,, 222111 wuwu vvvvvv +=+=
gdzie:

31 vvu =  pr dko  unoszenia masy m1,

32 vvu =  pr dko  unoszenia masy m2,

21, ww vv  – pr dko ci wzgl dne tych mas wzgl dem klina.

Po podstawieniu i zrzutowaniu na o  x otrzymuje si

px = m1(v3 + vw1cosα) + m2v3 + m3v3.

Z równania ruchu wzgl dnego h = kt2 obliczy  mo na pr dko  wzgl dn
vw1 = vw2 = 2kt i po przyrównaniu do zera px otrzymuje si  pr dko  klina

.cos2

21

1
3 t

QGG
kGv

++
α−=

Znak minus oznacza, e zwrot pr dko ci klina jest przeciwny do przyj tego. Przyj-
muj c, e w chwili pocz tkowej t = 0, droga klina l = 0, po sca kowaniu otrzymano

.coscos 2

321

12

321

1 t
GGG

kGt
mmm

kml
++
α−=

++
α−=

ZADANIE 3.3.5

Wzd u  tworz cej sto ka (rys. 3.3.5) w prowadnicy umieszczony jest ci arek G
na lince o d ugo ci l. Dany jest k t α oraz moment bezw adno ci sto ka Jz = 0,3MR2,
gdzie M – masa sto ka, R – promie  jego podstawy. Sto ek obraca si  z pr dko ci
k tow  ω0. W pewnej chwili na sto ek zaczyna dzia a  para si  o momencie M0 = 0,5t
a  do chwili τ zerwania linki z ci arkiem G. Obliczy  pr dko  k tow  ω sto ka
w chwili, gdy ci arek zsunie si  na poziom podstawy sto ka.

Rozwi zanie
Ruch uk adu sk ada si  z dwóch etapów. W etapie pierwszym, do chwili zerwa-

nia, linki dzia a para si  o momencie M0 i pr dko  zmienia si  od ω0 do ω1. W etapie
drugim, po zerwaniu linki i ustaniu dzia ania pary si , pr dko  k towa sto ka zmienia
si  od ω1 do warto ci ω odpowiadaj cej najni szemu po o eniu ci arka G na sto ku.
Zadanie rozwi zano, stosuj c zasad  kr tu dla uk adu materialnego wzgl dem osi z, ze
wzgl du na ruch obrotowy sto ka wzgl dem tej osi.

Dynamika uk adu punktów materialnych
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Rys. 3.3.5

Etap I

Zasada kr tu ma posta

.5,00
1

tMM
dt

dK n

i
iz

z === ∑
=

Rozdzielaj c zmienne i ca kuj c obustronnie, otrzymuje si :

,25,0

,25,0

,5,0

0
2

1

2
01

0

1

0

KK

KK

tdtdK
k

k

+τ=

τ=−

= ∫∫
τ

gdzie:
 K0 – kr t uk adu w chwili pocz tkowej t = 0,

,
2

sin3,0
2

sin
2

sin
2

sin 0
222

00000 ω




 α+=α






 αω+ω=α+ω= mlMRllmJlmvJK zz

 K1 – kr t uk adu w chwili τ zerwania linki i ustania dzia ania pary si .

Etap II

Obliczaj c sum  algebraiczn  momentów wszystkich si  wzgl dem osi z, otrzymu-

je si  0tzn.,0
1

==∑
= dt

dKM z
n

i
iz  i w tym etapie ruchu i spe niona jest zasada zachowania

kr tu wzgl dem osi z.
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Z zasady tej wynika, e Kz = const w ka dej chwili i mo na w zwi zku z tym
porówna  kr ty w chwili pocz tkowej i ko cowej tego etapu ruchu: K1 = K.

Kr t w chwili pocz tkowej równy jest kr towi w chwili ko cowej pierwszego eta-
pu, a kr t w chwili ko cowej wyra a si  zale no ci

( ) .3,0 22 RmMRmJmvRJK zz ω+=ω+ω=+ω=

Porównuj c, otrzymuje si

( ) ,25,0
2

sin3,03,0 2
0

222 τ+ω




 α+=ω+ mlMRRmM

sk d obliczy  mo na pr dko  k tow  sto ka odpowiadaj c  dolnemu po o eniu ci -
arka G:

( )
.,

3,0

25,0
2

sin3,0

2

2
0

22

g
Gm

RmM

mlMR

=
+

τ+ω




 α+

=ω

ZADANIE 3.3.6

Na rysunku 3.3.6 pokazano element reduktora obrotów. Dane s  masy m1 i m2
w po o eniu pocz tkowym l0 i r, obracaj ce si  z pr dko ci  k tow  ω0 doko a osi z. Po
odryglowaniu masy m2 rozpoczyna ona ruch wzd u  pr ta nachylonego pod k tem α.
Jak powinna zmienia  si  pr dko  k towa ω uk adu, aby masa m2 porusza a si  ze
sta ym przyspieszeniem wa  wzgl dem pr ta.

Rys. 3.3.6 Rys. 3.3.6a

Dynamika uk adu punktów materialnych
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Rozwi zanie
Do rozwi zania zastosowano zasad  kr tu uk adu materialnego wzgl dem osi

obrotu z

.
1

∑
=

=
n

i
iz

z M
dt

dK

Poniewa  ,0
1

=∑
=

n

i
izM  wi c 0=

dt
dKz  i Kz = const. Wzgl dem osi z spe niona jest

zasada zachowania kr tu i w zwi zku z tym mo na porówna  kr t wzgl dem osi z
w chwili odpowiadaj cej po o eniu pocz tkowemu mas i w dowolnej chwili ruchu,
tzn. K0 = K. Oznaczaj c przez v1 i v2 pr dko ci mas w po o eniu pocz tkowym, kr t K0
obliczy  mo na z zale no ci

.sin022110 α+= lvmrvmK

Uwzgl dniaj c, e v1 = ω0r, v2 = ω0l0 sin α, otrzymuje si

( ) .sin 0
22

02
2

10 ωα+= lmrmK

Kr t wzgl dem osi z w dowolnej chwili czasu obliczono jako sum  kr tów obu
mas, przy czym ruch masy m2 rozpatrzono jako ruch z o ony z ruchu unoszenia i ruchu
wzgl dnego wzgl dem pr ta.

P d masy m2 wynosi

( ) .22222 wuwub vmvmvvmvmp +=+==

gdzie:
uv – pr dko  unoszenia wynikaj ca z ruchu obrotowego pr ta wokó  osi z,
wv – pr dko  wzgl dna masy m2 o kierunku pr ta (rys. 3.3.6a).

Kr t masy m2 wzgl dem osi z jako moment p du wzgl dem tej osi równy jest jedy-
nie momentowi sk adowej ,2 uvm  gdy  sk adowa wvm2  o prostej przecinaj cej o  z nie
daje momentu wzgl dem tej osi. Kr t uk adu w dowolnym czasie wynosi

K = m1vr + m2vuru

gdzie:
v = ω ⋅ r,

vu = ω ⋅ ru = ω (l0 + s) sinα,

przy czym ,
2
1 2tas w=  poniewa  ruch wzgl dny odbywa si  ze sta ym przyspieszeniem aw.

Po podstawieniu otrzymano

( ) ω



 α++= 222

02
2

1 sin5,0 talmrmK w
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i po porównaniu kr tów K0 i K obliczono warto  pr dko ci k towej ω:

( ) .
sin5,0

sin
0

222
02

2
1

22
02

2
1 ω

α++

α+
=ω

talmrm

lmrm

w

3.4. Dynamika bry y

3.4.l. Ruch post powy, obrotowy i p aski

ZADANIE 3.4.1

W lizgowej wyci garce pokazanej na rysunku 3.4.1 znane s  momenty bezw ad-
no ci wzgl dem osi obrotu kó  z batych reduktora J1, J2 i kó  linowych J3 = J4 = J,
promienie podzia owe kó  z batych r1, r2, promienie kó  linowych r3 = r4 = r, k t po-
chylenia pod o a α, wspó czynnik tarcia pojemnika wci garki po pochylni µ oraz masa
pojemnika wraz z nadaw  m. Pomijaj c opory tarcia w o yskach i w przek adni, obli-
czy  warto  momentu M, jaki nale y przy o y  na wale wej ciowym przek adni, aby
w czasie t1 rozruchu urz dzenia pojemnik wci garki uzyska  pr dko  v1. W chwili
pocz tkowej uk ad by  w spoczynku.

Rys. 3.4.1

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano trzema sposobami, wykorzystaj c:
1) dynamiczne równania ruchu post powego i obrotowego,
2) zasad  równowarto ci energii kinetycznej i pracy,
3) równania Lagrange’a II rodzaju.

Dynamika bry y



�
�
��
�
�
�

226 DYNAMIKA

Ad 1)

Ko a z bate przek adni odzia ywuj  na siebie si ami, które mo na roz o y  na
sk adowe: promieniow  i obwodow  0P  wywo uj c  obrót kó . Na rysunku 3.4.1a za-
znaczono tylko te si y, które s  istotne dla ruchu uk adu.

Si y w linkach oznaczono przez ,,, 321 SSS  warto ci przyspiesze  k towych wa-
ów I, II, III oznaczono przez ε1, ε2, ε3, przyspieszenie pojemnika wci garki przez a ,

i reakcje pod o a przez .i NT

Rys. 3.4.1a

Uk ad bry  tworz cych urz dzenie wyci gowe zosta  podzielony na poszczególne
bry y, dla których dynamiczne równania ruchu maj  posta  (równania si )

dla wa u I 1011 rPMJ −=ε⋅ (1)

dla wa u II ( ) 313220232 rSrSrPJJ −+=ε+ (2)

dla wa u III 424334 rSrSJ −=ε⋅ (3)

dla pojemnika α−−−= sin31 GTSSma (4)

Momenty obrotowe poszczególnych si  przyjmuje si  za dodatnie tych si , które
„pomagaj ” ruchowi danej bry y (zwroty zgodne ze zwrotami przyspiesze ), a ujemne
dla przeciwdzia aj cych ruchowi (przeciwne zwroty do zwrotów przyspiesze ).

W powy szych równaniach wyst puj  dziesi  niewiadomych: M, P0, S1, S2, S3, T,
ε1, ε2, ε3, a, i w zwi zku z tym do tego uk adu nale y do czy  równania dodatkowe
tak, aby otrzyma  rozwi zywalny uk ad równa . Ze wzgl du na to, e nie mo na u o-
y  wi cej równa  si , dodatkowych równa  poszukuje si  z zale no ci kinematycz-

nych, tj. z równo ci warto ci przyspiesze  stycznych kó  przek adni

ε1r1 = ε2r2 (5)
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z równo ci warto ci przyspieszenia a  i przyspiesze  stycznych kó  linowych

ε2r3 = a (6)

ε3r4 = a (7)

Ponadto, z zale no ci pomi dzy si  tarcia i si  normaln , otrzymuje si

T = µN,    gdzie    N = Gcosα (8)

Z uk adu równa  (1) ... (8) otrzymano zale no  pomi dzy warto ci  momentu M
i przyspieszenia a

( ) .sincos2
2
12

2

2

1
2

1
2

1 Gr
rrarg

GJJr
rJrr

rM α+αµ+











+++





=

Narzucaj c kinematyczne warunki rozruchu, z powy szej zale no ci dobra  mo -
na odpowiedni  warto  momentu nap dowego. Przyjmuj c w czasie rozruchu jedno-
stajnie przyspieszony ruch pojemnika, tzn. uwzgl dniaj c, e a = const, z czego wyni-
ka, e v = at i M = const, oraz uwzgl dniaj c dane otrzymuje si

( ) .sincos2
2

1

1

12
2

2

1

2
1

2

1 G
r
rr

t
vr

g
GJJ

r
rJ

rr
rM α+αµ+












+++





=

Je eli po zako czeniu rozruchu pojemnik porusza si  ze sta  pr dko ci  transpor-
towania, (ruch jednostajny) to dla takiego okresu ruchu warto  momentu jest mniejsza
i wynosi

( ) .sincos
2
1 Gr

rrM α+αµ=′

Moment M' równowa y w tym przypadku opory si y tarcia i sk adowej si y ci ko ci.

Ad 2)

Zasada równowa no ci energii kinetycznej i pracy ma posta

E2 – E1 = L1–2.

Energia kinetyczna uk adu w po o eniu pocz tkowym (spoczynek) E1 = 0. Energia
kinetyczna uk adu w po o eniu po czasie t1 wynosi:

( ) ,
2
1

2
1

2
1

2
1 2

1
2
34

2
232

2
112 mvJJJJE +ω+ω++ω=

gdzie: ω1, ω2, ω3 s  warto ciami pr dko ci k towych wa ów I, II, III (rys. 3.4.1b).

Dynamika bry y
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Rys. 3.4.1b

Z równo ci warto ci pr dko ci liniowych na obwodzie kó  z batych oraz z równo-
ci warto ci pr dko ci 1v  i pr dko ci na obwodzie kó  linowych otrzymuje si  zale no-
ci kinematyczne:

ω1r1 = ω2r2,    ω2r3 = v1,    ω3r4 = v1.

Uwzgl dniaj c powy sze zale no ci we wzorze na energi  kinetyczn  E2, otrzy-
mano:

.2
2
1 2

1
2

2

2

1

2
122 vr

g
GJJ

r
rJ

r
E












+++





=

Oznaczaj c przemieszczenie liniowe pojemnika przez s1 i przemieszczenie k to-
we wa u I przez ϕ1, obliczono prac  si  zewn trznych dzia aj cych na uk ad:

( ) ,sin
11

00
21 dsTGMdL

S

∫∫ +α−ϕ
ϕ

−

gdzie T = µN = µG cos α.
Przyjmuj c identyczne warunki jak w przypadku 1) otrzymuje si :

L1–2 = Mϕ1 – G (sin α + µ cos α)s1.

Korzystaj c z zale no ci kinematycznych:

ϕ1r1 = ϕ2r2,    ϕ2r3 = s1

otrzymuje si  1
1

2
1

31

2
1 s

rr
rs

rr
r ==ϕ  i prac  L1–2 równ

( ) .cossin 1
1

2
21 sG

rr
rML 








αµ+α−=−
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Z warunków rozruchu (ruch jednostajnie przyspieszony) wynika, e

.
22

i 11
2
1

111
tvatsatv ===

Podstawiaj c obliczone warto ci E1, E2, L1–2 (z uwzgl dnieniem s1) do zasady
równowarto ci energii kinetycznej i pracy uzyskuje si  szukan  warto  momentu na-
p dowego

( ) .sincos2
2

1

1

12
2

2

1

2
1

2

1 G
r
rr

t
vr

g
GJJ

r
rJ

rr
rM α+αµ+












+++





=

Ad 3)

Uk ad posiada jeden stopie  swobody i w zwi zku z tym ruch uk adu opisany b -
dzie jednym równaniem wyprowadzonym z równania Lagrange’a II rodzaju.

Równania Lagrange’a II rodzaju dla rozwa anego przypadku (ruch nie zachodzi
w polu potencjalnym ze wzgl du na wyst puj c  si  tarcia T  i niezale ny od pola
potencjalnego moment nap dowy) maj  posta

,sQ
s
E

s
E

dt
d =

∂
∂−







∂
∂

gdzie s jest wspó rz dn  uogólnion  odpowiadaj c  przemieszczeniu s1 pojemnika,
a s  uogólnion  pr dko ci  równ  warto ci pr dko ci v  pojemnika, przy czym .

dt
dss =

Obliczaj c energi  kinetyczn  jak w przypadku 2), otrzymuje si

,2
2
1 22

2

2

1

2
1

2
sr

g
GJJ

r
rJ

r
E












+++





=

a nast pnie:

.21

,21

,0

2
2

2

1

2
12

22
2

2

1

2
12

sr
g
GJJ

r
rJ

rs
E

dt
d

sr
g
GJJ

r
rJ

rs
E

s
E












+++





=







∂
∂












+++





=

∂
∂

=
∂
∂
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Praca przygotowana δL na odpowiednich przesuni ciach przygotowanych (rys.
3.4.1b) wynosi:

δL = Mδϕ – (G sinα + T)δs,
gdzie T = µN = µGcosα.

Z analogicznych zale no ci kinematycznych jak w przypadku 2) otrzymuje si  za-
le no

.
1

2 s
rr

r δ=δϕ

Uwzgl dniaj c powy sze, wyznaczono si  uogólnion  Qs z zale no ci

( ).cossin
1

2 αµ+α−=
δ
δ= G

rr
rM

s
LQs

Po podstawieniu obliczonych wielko ci do równa  Lagrange’a otrzymuje si

( ),cossin21

1

22
2

2

1

2
12 αµ+α−=












+++





G

rr
rMsr

g
GJJ

r
rJ

r
sk d

( ) .cossin2
2

12
2

2

1

2
1

2

1 G
r
rrsr

g
GJJ

r
rJ

rr
rM αµ+α+












+++





=

Uwzgl dniaj c, e ,as =  oraz przyjmuj c warunki rozruchu jak poprzednio, obli-
czono warto  momentu nap dowego

( ) .cossin2
2

1

1

12
2

2

1

2
1

2

1 G
r
rr

t
vr

g
GJJ

r
rJ

rr
rM αµ+α+












+++





=

ZADANIE 3.4.2

Na rysunku 3.4.2 pokazano schemat r cznego przesiewacza wstrz sowego. Dane
s  promienie r i R, mimo ród e = O2A = O3B, d ugo  korby O1K = l, momenty bezw ad-
no ci wzgl dem osi obrotu J1 i J2, masa sita m. Zak adaj c sta  warto  si y P , obliczy
pr dko  sita w najwy szym po o eniu, je eli dla t = 0 ϕ = 0. Mas  pr ta O3B pomin .

Rys. 3.4.2

O3 O2

O
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Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano trzema sposobami, wykorzystuj c:
1) równania dynamiczne ruchu post powego i obrotowego,
2) zasad  równowarto ci energii kinetycznej i pracy,
3) równania Lagrange’a II rodzaju.

Ad 1)
Po oswobodzeniu od wi zów i przy o eniu si  reakcji otrzymuje si  uk ad jak na

rysunku 3.4.2a.
Ze wzgl du na to, e pr t O3B jest bezmasowy i nieobci ony si ami czynnymi

oraz jest zamocowany przegubowo, traktuje si  go jak ci gno i dla tego si a BR  dzia a
wzd u  osi pr ta. Si a oddzia ywania z bów przek adni roz o ona jest na dwie sk ado-
we: obwodow  0F  i promieniow  .rF  Si  AR  o nieznanej prostej dzia ania zast piono
dwiema sk adowymi .i AyAx RR

Równania dynamiczne ruchu bry  maj  posta :
– dla ko a nap dowego

J1ε1 = Pl – F0r (1)

– dla ko a nap dzanego rynn

J2ε2 = F0R – e (RAy cosϕ + RAx sinϕ)  (2)

– dla sita:

max = RB cos ϕ – RAx (3)

may = RB sinϕ + RAy – G

Rys. 3.4.2a

Dynamika bry y
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Ruch sita jest ruchem post powym krzywoliniowym (punkty sita poruszaj  si  po
okr gach niewspó rodkowych) i dlatego

.nCBA aaaaa +=== τ

Rzuty przyspieszenia rodka masy sita wynosz :

.sincos

,cossin

ϕ−ϕ=

ϕ−ϕ−=

τ

τ

ny

nx

aaa

aaa
(4)

Uwzgl dniaj c, e G = mg oraz zale no ci kinematyczne:

ea
R
r

2
1

2 i ε=
ε
ε= τ

z równa  (1), (2), (3), (4) otrzymuje si :

.cos2
2

2

12 ϕ−=ε











+





+ mge

r
lRPme

r
RJJ

Podstawiaj c ,i 2
222

20
2

2

12 ω⋅
ϕ

ω=ϕ⋅
ϕ

ω=ω=ε=+




+

d
d

dt
d

d
d

dt
dJme

r
RJJ  otrzy-

muje si  po rozdzieleniu zmiennych równanie ró niczkowe

.cos1

0
22 ϕ





 ϕ−=ωω dmge

r
lRP

J
d

Uwzgl dniaj c warunki pocz tkowe ruchu: ,0,0,0 2 =ω=ϕ=ϕ=t  z powy sze-
go równania obliczono warto  pr dko ci k towej ω'2 w najwy szym po o eniu sita, tj.
dla 

2
π=ϕ

.
2

0
2 J

mge
r

lRP −π
=ω′

Pr dko  sita w tym po o eniu wynosi

.
2

0
2 J

mge
r

lRP
eev

−π
=⋅ω′=

Uwaga. Prostsz  posta  dynamicznych równa  ruchu uzyska  mo na, rozk adaj c
si  AR  na sk adow  styczn  i normaln .
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Ad 2)
Korzystaj c z zasady równowarto ci energii kinetycznej i pracy

E2 – E1 = L1–2

i przyjmuj c spoczynkowe po o enie pocz tkowe uk adu, tj. E1 = 0, otrzymuje si
E2 = L1–2.

Prac  wykonuje tylko si a ci ko ci G  sita oraz si a P  (rys. 3.4.2b), czyli

∫ ∫
α

− −α=
1 1

0 0
21 ,

y
GdyPldL

gdzie:
α – wspó rz dna k towa korby O1K,
y – wspó rz dna pionowa punktu A (lub B),
G = mg.

Rys. 3.4.2b

Uwzgl dniaj c, e αr = ϕR, sk d ,ϕ=α
r
R  otrzymuje si

∫ ∫
ϕ

− −ϕ=
1 1

0 0
21 ,

y
mgdyd

r
RPlL

gdzie: ey =π=ϕ 11 ,
2

 odpowiada najwy szemu po o eniu sita

i po sca kowaniu

.
221 mge

r
lRPL −π=−

Energia kinetyczna uk adu w najwy szym po o eniu sita wynosi

,
2
1

2
1

2
1 22

22
2
112 mvJJE +ω+ω=

gdzie v = vA = vB = vC = ω2e.

Dynamika bry y
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Uwzgl dniaj c powy sze, oraz e ω1r = ω2R, otrzymano

,
2
1

2
1 2

20
2
2

2
2

2

12 ω=ω











++





= JmeJ

r
RJE

a nast pnie podstawiaj c L1–2 i E2 do zasady równowarto ci energii kinetycznej i pracy,
obliczono pr dko  w najwy szym po o eniu sita

.
2

0J

mge
r

lRP
ev

−π
=

Ad 3)

W rozpatrywanym przypadku równanie Lagrange’a II rodzaju (ruch nie jest w polu
potencjalnym) ma posta

,ϕ=
∂ϕ
∂−








ϕ∂

∂ QEE
dt
d

gdzie ϕ  przyj to jako wspó rz dn  uogólnion , jak na rysunku 3.4.2b, na którym za-
znaczono tak e przesuni cia przygotowane. Prac  przygotowan  zapisano:

δL = Plδα + Gδc cos (180 – α) = Plδα – Gδc cos ϕ.

Przesuni cia przygotowane spe niaj  (analogicznie do pr dko ci) zale no ci:

δϕ=δδϕ=δα ecr
R ,

i wówczas praca przygotowana jest równa

,,cos mgGGe
r

lRPL =δϕ




 ϕ−=δ

a st d si a uogólniona

.cosϕ−=
δϕ
δ= mge

r
lRPLQ

Energia kinetyczna

.,,0i
2
1

2
1

00
2

0
2
2

2
2

2

1 ϕ=





ϕ∂

∂ϕ=
ϕ∂

∂=
∂ϕ
∂ϕ=ω












++





= JE

dt
dJEEJmeJ

r
RJE
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Równanie ró niczkowe ruchu wynikaj ce z równania Lagrange’a II rodzaju ma
zatem posta

.cos0 ϕ−=ϕ mge
r

lRPJ

Rozwi zuj c powy sze równanie identycznie jak w przypadku (1), otrzymuje si
pr dko  ω2, a nast pnie pr dko  v sita w górnym po o eniu

.
2

0J

mge
r

lRP
ev

−π
=

ZADANIE 3.4.3

Wyznaczy  przyspieszenie k towe ε0 b bna nap dowego podajnika ta mowego
nap dzanego sta ym momentem M0, je eli rozruch urz dzenia trwa do chwili, w której
przemieszczany przedmiot o ci arze G znajduje si  poza pierwsz  rolk  A (rys. 3.4.3).
Dane s  momenty bezw adno ci wzgl dem osi obrotu J0 b bna nap dowego i zwrotne-
go, J – rolek podtrzymuj cych ta m , promienie R b bnów i r rolek oraz k t α. Pomi-
n  elastyczno  ta my i jej mas .

Rys. 3.4.3

Rozwi zanie
Transportowanie przedmiotu odbywa si  na skutek braku po lizgu pomi dzy ta-

m  podajnika i przemieszczanym przedmiotem, tak e porusza si  on razem z ta m .
Brak po lizgu oznacza, e si a tarcia T  pomi dzy ta m  i przedmiotem jest si  tarcia
nierozwini tego. Wzajemne oddzia ywanie pomi dzy tymi elementami uk adu pokaza-
no na rysunku 3.4.3a.

Rys. 3.4.3a

Dynamika bry y
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W dalszej analizie pomini to odkszta cenie ta my spowodowane si  ′N .  Uk ad
podajnika po podzieleniu na poszczególne bry y i po przy o eniu si  wzajemnego od-
dzia ywania pokazano na rysunku 3.4.3b.

Rys. 3.4.3b

Równania dynamiczne ruchu dla poszczególnych bry  maj  posta :

( )

( )

( )

( )

,sin

,

,

,

,

43

323220

212110

4430

101000

α−−′=

−′=−′=ε

−′=−=ε

′−′=−′=ε

−+=−+=ε

GSSma

rSSrSSJ

rSSrSrSJ

RSSSRRSJ

RSSMRSSRMJ

przy czym S = S', S1 = S'1, S2 = S'2, S3 = S'3, S4 = S'4,G = mg.

Ze wzgl du na równo  promieni R b bnów oraz r rolek zachodzi

ε0 = ε3 i ε1 = ε2 = ε,

a ponadto a = εr = ε0R.

Uwzgl dniaj c powy sze, z równa  dynamicznych otrzymuje si  przyspieszenie
k towe b bna nap dowego

.

22

sin

2
2

0

0
0

mR
r
RJJ

GRM

+




+

α−
=ε
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Dla drugiego etapu ruchu, gdy transportowana masa znajduje si  poza rolk  A
(rys. 3.4.3c), równania ruchu maj  posta :

( )
( )

( )
( )

.

,

,

,

,

321

43

21

430

1000

SSma

rSSJ

rSSJ

RSSJ

RSSMJ

−=

−=ε

−=ε

−′=ε

−+=ε

Rys. 3.4.3c

Uwzgl dniaj c, e a1 = εr = ε0R, z równa  ruchu otrzymuje si

.

22 2
2

0

0
0

mRr
RJJ

M

+




+

=ε

W tym przypadku przyspieszenie k towe jest wi ksze ni  w pierwszym etapie ru-
chu, gdy  przy tym samym momencie M0 obci enie si ami jest mniejsze o sk adow
G sin α. W nast pnym etapie ruchu, tj. gdy masa znajduje si  pomi dzy b bnem nap do-
wym i rolk  B, przyspieszenie ε0 b dzie identyczne jak w drugim etapie, natomiast
zmianie ulegn  si y napi cia w ta mie, na odcinku do rolki B. Jako szczególny, rozpa-
trzono przypadek, gdy masa przechodzi przez rolk  A, zak adaj c, e docisk masy do
ta my jest wystarczaj co du y, aby masa nie zosta a odrzucona i aby nie nast pi  po lizg
po ta mie. W tej fazie wykonuje ona ruch po okr gu dooko a osi rolki (mas  traktujemy
jak punkt materialny ze wzgl du na jej ma e wymiary). Stosuj c np. zasad  d’Alamberta
uzyskuje si  warunek, który gwarantuje nieodrywanie si  masy od ta my na rolce,

tzn. pr dko  k towa na tej rolce ,cos

1r
g α<ω  gdzie r1 jest odleg o ci  punktu o ma-

sie m od osi rolki. Dla tego etapu ruchu pokazano schemat obliczeniowy na rysun-
ku 3.4.3d, gdzie przez ϕ oznaczono k t obrotu rolki A. Przyj to odleg o  masy m od osi
rolki równ  jej promieniowi r. Zmian  po o enia masy na rolce okre la k t ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ α.

Dynamika bry y
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Rys. 3.4.3d

Równania dynamiczne ruchu w przedziale 0 ≤ ϕ ≤ α maj  posta :

( )
( )

( )
( ) ),sin(

,

,

,

321

21

300

1000

ϕ−α−−=ε

−=ε

−=ε

−+=ε

GrrSSJ

rSSJ

RSSJ

RSSMJ

przy czym J1 = J + mr2.
Uwzgl dniaj c, e ,,0 ϕ=εε=ε rR  oraz przyjmuj c ϕ jako ma e w przedziale

[0, α], z czego wynika, e sinϕ ≅ ϕ, cosϕ ≅ 1, otrzymuje si  równanie ró niczkowe
ruchu w postaci

,kp =ϕ−ϕ
gdzie:

.
)2(2
)sin(,

)2(2
cos

222
0

0
222

0

2

RmrJrJ
GRMrRk

RmrJrJ
rGRp

++
α−=

++
ϕ=

Rozwi zuj c powy sze równanie ró niczkowe przy warunkach pocz tkowych
,)0(,0)0( 1ω=ϕ=ϕ otrzymuje si

.
2
1

2
1

1 


 −ω+


 +=ϕ −− ptptptpt eepeek

Rys. 3.4.3e

t

ω

ω02
ω01
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Pr dko  k towa ω1 jest pr dko ci  ko cow  pierwszego etapu ruchu (do rolki A)
i pocz tkow  pr dko ci  ruchu na rolce A. Wykres zmian przyspieszenia k towego ε0
i pr dko ci k towej ω0 b bna nap dowego pokazano na rysunku 3.4.3e. Obliczono od-
powiednie wielko ci zgodnie ze wzorami:

R
rϕ=ε0   dla przedzia u  [0, τ], .)(, 02101 R

r
R
r τϕ=ωω=ω

Czas t1 odpowiada chwili wej cia masy m na rolk  A, t2 odpowiada chwili zej cia
z rolki A, a czas t3 chwili przej cia do ruchu ustalonego.

ZADANIE 3.4.4

Celem rozwini cia kabla ze szpuli przy o ono do szpuli si  P  (rys. 3.4.4). Zak a-
daj c, e szpula toczy si  bez po lizgu oraz, e si a P  jest stale pozioma, wyznaczy
warto  pr dko ci 0v  rodka O szpuli po czasie t = τ

Rys. 3.4.4

Dane:
R, r – promienie tarczy i b bna szpuli,

α – k t pochylenia zbocza,
G – ci ar szpuli,
J0 – moment bezw adno ci szpuli wzgl dem osi O.

Mas  kabla pomin . W po o eniu pocz tkowym szpula by a w spoczynku. Opór
toczenia pomin .

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano czterema sposobami korzystaj c z:
1) zasady kr tu,
2) dynamicznych równa  ruchu p askiego,
3) zasady równowarto ci energii kinetycznej i pracy,
4) równa  Lagrange’a II rodzaju.

Dynamika bry y
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Ad 1)

Pr dko  0v  rodka mo na wyznaczy , rozpatruj c ruch p aski, jakim porusza si
szpula, jako ruch wzgl dem chwilowego rodka obrotu. Ze wzgl du na toczenie bez
po lizgu chwilowy rodek obrotu znajduje si  w punkcie C. Zasada kr tu w tym przy-
padku ma posta

C
C M

dt
dK = (1)

gdzie:
KC – warto  kr tu w chwili t szpuli wzgl dem punktu C,

∑
=

=
n

i
iCC MM

1
– algebraiczna suma momentów wszystkich si  wzgl dem punktu C.

Kr t CK  obliczy  mo na, korzystaj c z zale no ci mi dzy kr tem CK  wzgl dem
punktu C a kr tem 0K  wzgl dem rodka masy O

,000 vMrKKC ×+=

gdzie:
0r – promie  wodz cy rodka O wzgl dem punktu C,
0vM – p d szpuli (p d rodka masy).

Wektory 000 i vMrK ×  s  równoleg e i o tych samych zwrotach, wi c warto  kr -
tu CK  wynosi

( ),^,sin 00000 vrMvrKKC +=

przy czym ( ) ,,
2

,,, 000000 g
GMvrRrvJK =π=ω=ω=ω=  gdzie ω jest pr dko ci  k -

tow  szpuli.

Podstawiaj c powy sze otrzymuje si

.0
0 vR

g
G

R
JKC 





+=

Suma algebraiczna momentów si  wzgl dem punktu C wynosi (rys. 3.4.4a):

MC = Pd1 – GR sin α = P (Rcosα + r) – GRsinα,

Ca kuj c równanie (1) w przedziale czasu [0, τ], otrzymuje si

.)0()(
0
∫
τ

=−τ dtMKK CCC
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Poniewa  KC(0) = 0 (w chwili pocz tkowej szpula by a w spoczynku) i MC = const,
wi c

( )[ ] ,sincos

i

0
0

)(

τα−+α=





+

τ⋅=τ

GRrRPvR
g
G

R
J

MK CC

st d szukana warto  pr dko ci wynosi

( ) .sincos
2

0
0 τ

+
α−+α= Rg

GRgJ
GRrRPv

Uwaga. Kr t wzgl dem punktu C mo na policzy  z zale no ci KC = JCω. Mo-
ment bezw adno ci szpuli wzgl dem punktu C wyznacza si  na podstawie twierdzenia
Steinera JC = J0 + MR2 i wówczas

( ) .0
02

0 vR
g
G

R
JMRJKC 





+=ω+=

Wynik ten jest identyczny jak uzyskany poprzednio.

Rys. 3.4.4a Rys. 3.4.4b

Ad 2)
Przyjmuj c uk ad odniesienia jak na rysunku 3.4.4b oraz uwalniaj c szpul  od

wi zów, otrzymuje si  nast puj ce równania ruchu p askiego szpuli:

,

,sincos

,sincos

0 TRPrJ

PGNyg
G

GTPxg
G

−=ε

α−α−=

α−+α=

gdzie: .0,0 == yax

Dynamika bry y
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Si a T  jest si  tarcia nierozwini tego i w zwi zku z tym nie mo na skorzysta
z zale no ci Coulomba T = µN, czyli nale y j  traktowa  jako si  nieznan .

Uwzgl dniaj c, e a0 = εR i ruguj c si  tarcia z pierwszego i trzeciego równania,
otrzymuje si :

( )
.sincos

2
0

0 gR
GRgJ

GRRrPa
+

α−α+=

Po sca kowaniu otrzymuje si  warto  pr dko ci w zale no ci od czasu. Przyjmu-
j c v(0) = 0 warto  pr dko ci rodka szpuli w chwili τ wynosi

( )
.sincos

2
0

0 τ
+

α−α+= gR
GRgJ

GRRrPv

Ad 3)
Praca si  przy o onych do szpuli w ruchu p askim jest równa L1–2 = Lp + Lϕ, gdzie Lp

jest prac  w post powym ruchu unoszenia, Lϕ prac  w obrotowym ruchu wzgl dnym:

Lp = (Pcos α + T – G sinα)s,

Lϕ = (Pr – TR)ϕ,     s = s(t).

Energia kinetyczna w chwili pocz tkowej E1 = 0, a w chwili t

).(
2
1)(

2
1)(

2
1 2

02
02

0
2
02 tv

R
J

g
GtJtv

g
GE 





+=ω+=

Z zasady równowarto ci energii kinetycznej i pracy E2 – E1 = L1–2 otrzymuje si

( )[ ]
R
tsGRRrPtv

R
J

g
G )(sincos)(

2
1 2

02
0 α−α+=





+ (2)

a po zró niczkowaniu

( )[ ] ,)(1sincos)()( 0
02

0
dt

tds
R

GRRrP
dt

tdvtv
R
J

g
G α−α+=





+

gdzie: ),()(,)(
00

0 tv
dt

tdsa
dt

tdv ==

czyli

( )[ ]
R

GRRrPa
R
J

g
G 1sincos02

0 α−α+=





+
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lub
( ) .sincos

2
0

0 gR
GRgJ

GRRrPa
+

α−α+=

Otrzymuje si  wi c identyczne równanie ró niczkowe jak w przypadku 2).
Po sca kowaniu otrzymano warto  pr dko ci 0v

( ) .sincos
2

0
0 τ

+
α−α+= gR

GRgJ
GRRrPv

Uwaga. Ruch rodka szpuli jest w tym przypadku jednostajnie przyspieszony i mo na,
nie ró niczkuj c równania (2) wykorzysta  zale no  pomi dzy pr dko ci  a prze-
mieszczeniem .2 00 sav =  Z równania (2) otrzyma si  wówczas zale no  na przy-
spieszenie a0.

Ad 4)
Ruch szpuli zachodzi w polu niepotencjalnym. W rozpatrywanym przypadku rów-

nanie Lagrange’a II rodzaju ma posta

.sQ
s
E

s
E

dt
d =

∂
∂−







∂
∂

Jako wspó rz dn  uogólnion  przyj to wspó rz dn  naturaln  s (rys. 3.4.4c)

Rys. 3.4.4c

Si  uogólnion  wyznaczono z pracy przygotowanej dL = Qsδs, gdzie δs jest prze-
suni ciem przygotowanym odpowiadaj cym wspó rz dnej s. Przesuni cie przygotowa-
ne punktu przy o enia si y P  oznaczono przez δ–1, za  si y G przez δ–2 = δ–s. Przesuni cie
przygotowane jest proporcjonalne do pr dko ci mo liwej danego punktu i posiada jej
kierunek i zwrot. Pr dko ci 0i vvk  okre lono wzgl dem chwilowego rodka obrotu C.

Dynamika bry y
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Praca przygotowana jest równa

δL = Pδ1cosβ – Gδ2sin α.

Si a tarcia T  nie wykonuje pracy, poniewa  toczenie szpuli zachodzi bez po li-
zgu. Obliczaj c

KC
Rr

KC
OCKO α+=α+=β coscoscos

oraz uwzgl dniaj c, e ,0
KC
v

OC
v k=  z czego wynika zale no

),const,,( 021
12 =λ⋅λ=δ⋅λ=δδ=δ vv

KCOC k

otrzymuje si :

sG
R
rPL δ=δαδ−δ





 α+=δ 222 ,sincos

i si a uogólniona wynosi

.sincos α−




 α+= G

R
rPQs

Energia kinetyczna jest równa sumie energii kinetycznej w ruchu post powym
i obrotowym:

.,
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

0
2

2
0

2

2
0

0
2
0

2
0

2
0 vss

R
J

g
G

R
vJv

g
GJv

g
GE =





+=+=ω+=

Obliczaj c

,0,, 2
0

2
0 =

∂
∂







+=







∂
∂







+=

∂
∂

s
Es

R
J

g
G

s
E

dt
ds

R
J

g
G

s
E

z równa  Lagrange’a II rodzaju otrzymuje si

,sincos2
0 α−





 α+=





+ G

R
rPs

R
J

g
G

i przyspieszenie rodka szpuli wynosi

( )
.sincos

2
0

00 gR
GRgJ

GRRrPsa
+

α−α+==
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Post puj c identycznie jak w poprzednich przypadkach, obliczono pr dko  rod-
ka O

( ) .sincos
2

0
0 τ

+
α−α+= gR

GRgJ
GRRrPv

We wszystkich zastosowanych w zadaniu metodach rozwi zania stopie  trudno ci
jest porównywalny, przy czym w przypadku 4), ze wzgl du na pracoch onno , pewn
trudno  sprawia wyznaczenie si y uogólnionej.

ZADANIE 3.4.5

Za pomoc  r cznego ko owrotu po powierzchni poziomej przetaczana jest bez po-
lizgu szpula (rys. 3.4.5). Wyznaczy  przyspieszenie k towe ko owrotu, je eli prosto-

padle do korby przy o ono si  P  o sta ej warto ci.

Rys. 3.4.5

Dane:
J1 – moment bezw adno ci szpuli wzgl dem osi ko owrotu,
J0 – moment bezw adno ci szpuli wzgl dem osi O,

m0 – masa szpuli,
d – rednica b bna ko owrotu,
r – rami  bezmasowej korby ko owrotu,

r0, R – promienie szpuli.

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano dwiema metodami, wykorzystuj c:
1) równania dynamiczne ruchu obrotowego i p askiego,
2) równania Lagrange’a II rodzaju.

Dynamika bry y
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Rys. 3.4.5a

Ad 1)
Metod  t  zastosowano dla dwóch przypadków toczenia szpuli: z pomini ciem

oporu toczenia i z uwzgl dnieniem oporu toczenia. W przypadku pierwszym, po oswo-
bodzeniu od wi zów otrzymano dwa poduk ady jak na rysunku 3.4.5a (reakcje na osi
ko owrotu nie s  tu istotne).

Równania dynamiczne ruchu maj  posta :
– dla ko owrotu

,
21
dSJ −=ε Pr

– dla szpuli

J0ε0 = S'r0 – T1R – T2R,

m0a0 = S' + T1 + T2,
gdzie:

a0 – przyspieszenie k towe ko owrotu,
ε0 – przyspieszenie k towe szpuli,
ε – przyspieszenie k towe ko owrotu,
S' = S.
Podstawiaj c T1 + T2 = T jako sumaryczn  si  tarcia nierozwini tego, otrzymuje si :

21
dSJ −=ε Pr (1)

TRSrJ −=ε 000 (2)

TSam +=00 (3)

Równania dodatkowe otrzymuje si , uwzgl dniaj c zale no ci kinematyczne:

( )002
rRd +ε=ε (4)

.00 Ra ε= (5)

N1
N2
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Zale no  (4) uzyska  mo na, ró niczkuj c warto  pr dko ci ( )002
rRdv +ω=ω=

(rys. 3.4.5b).

Rys. 3.4.5b Rys. 3.4.5c

Rozwi zuj c uk ad równa  (1), (2), (3), (4), (5), otrzymuje si  przyspieszenie k -
towe ko owrotu

.
)()(4

)(4
22

00
2

01

2
0

dRmJrRJ
rRPr
+++

+
=ε

Dla przypadku z uwzgl dnieniem oporu toczenia rozk ad si  przy o onych do
szpuli pokazano na rysunku 3.4.5c, gdzie f jest ramieniem oporu toczenia. Równanie
dynamiczne ruchu szpuli ma posta

J0ε0 = Sr0 – TR1– Nf (2')

m0a0 = S + T (3')

przy czym N = G = mg, R1 = R – ∆ ≅ R (mo na przyj  ∆ ≅ 0 ze wzgl du na bardzo ma e
odkszta cenie pod o a w stosunku do wymiarów szpuli).

Równanie dynamiczne ruchu ko owrotu ma identyczn  posta  jak w poprzednim
przypadku (równanie (1)).

Rozwi zuj c uk ad (1), (2'), (3') z uwzgl dnieniem zale no ci kinematycznych,
otrzymuje si

.
)()(4

)(2)(4
22

00
2

01

00
2

0

dRmJrRJ
RrgfdmrRPR

+++
+−+

=ε

Dla przypadku pomini cia oporu toczenia, tzn. podstawiaj c f = 0, otrzymuje si
identyczny wzór jak poprzednio. Opór toczenia przedstawi  mo na si  charakteryzuj c
go o warto ci ,0 R

Fgm
R
fG

R
fNQ ===  przy o on  do szpuli w punkcie O ze zwro-

tem przeciwnym do pr dko ci .0v  Taki sposób uwzgl dnienia si y oporu toczenia po-
kazany b dzie w przypadku zastosowania równa  Lagrange’a II rodzaju.

Dynamika bry y
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Ad 2)
Równanie Lagrange’a II rodzaju ma posta

,ϕ=
∂ϕ
∂−








ϕ∂

∂ QEE
dt
d

gdzie ϕ  jest wspó rz dn  k tow  obrotu b bna ko owrotu.

Energia kinetyczna jest sum  energii w ruchu obrotowym ko owrotu i w ruchu
p askim szpuli

,
2
1

2
1

2
1 2

00
2
00

2
1 ω++ω= JvmJE

gdzie:
ϕ=ω – warto  pr dko ci k towej ko owrotu,

ω0 – warto  pr dko ci k towej szpuli,
v0 – warto  pr dko ci osi O szpuli.

Za wspó rz dn  uogólnion  przyj to wspó rz dn  k tow  ϕ. Poniewa :

,
)(2

,
)(2)(2

0
00

00
0

Rr
dRRv

Rr
d

Rr
d

+
ϕ=ω=

+
ϕ=

+
ω=ω

wi c

,
2
1

)(42
1

)(42
1

2
1 22

2
0

2

0
2

2
0

22

0
2

1 ϕ=ϕ
+

+ϕ
+

+ϕ= zJ
Rr

dJ
Rr

RdmJE

gdzie

).(
)(4

0
2

02
0

2

1 JRm
Rr

dJJ z +
+

+=

Odpowiednie pochodne s  równe:

.,,0 ϕ=





ϕ∂

∂ϕ=
ϕ∂

∂=
∂ϕ
∂

zz JE
dt
dJEE

Na rysunku 3.4.5d pokazano si y zewn trzne uk adu (bez uwzgl dnienia oporu
toczenia) oraz przesuni cia przygotowane δ–s i δϕ.

Praca przygotowana jest równa δL = Prδϕ i si a uogólniona Pr=
δϕ
δ=ϕ
LQ  (w tym

przypadku si a uogólniona ma wymiar momentu si y). Po podstawieniu obliczonych
wielko ci do równa  Lagrange’a otrzymuje si  przyspieszenie k towe ko owrotu

.
)()(4

)(4
22

00
2

01

2
0

dRmJrRJ
rRPr
+++

+
=ϕ=ε
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Rys. 3.4.5d

W przypadku uwzgl dnienia oporu toczenia si  oporu toczenia ==
R
fNQ0

R
fgm

R
fG 0==  przy o ono do osi O szpuli ze zwrotem przeciwnym do zwrotu pr dko-

ci osi (rys. 3.4.5e).

Rys. 3.4.5e

Praca przygotowana w takim przypadku wynosi

( ) ,
2 0

00 δϕ′=δϕ





+

−=δ−δϕ=δ ϕQ
Rr

RdQPrsQPrL

gdzie .00 R
fgmQ =

Podstawiaj c obliczon  si  uogólnion  ϕ′Q  do równa  Lagrange’a II rodzaju,
otrzymuje si  przyspieszenie k towe ko owrotu

.
)()(4

)(2)(4
22

00
2

01

00
2

0

dRmJrRJ
RrgfdmrRPr

+++
+−+

=ϕ=ε

Dynamika bry y
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ZADANIE 3.4.6

Bry a I o ci arze Q1 = 200 N, porusza-
j c si  wzd u  równi o k cie α = 60o, wpra-
wia w ruch bry  II stanowi c  podwójny
b ben o ci arze Q2 = 300 N. Na bry  I
dzia a pionowa si a o warto ci P = 600 N
(rys. 3.4.6). Obliczy  pr dko  v1 bry y I po
przebyciu drogi l = 1 m, maj c dane: pro-
mie  bezw adno ci bry y II ρ = 10 cm,
r = 20 cm, R = 30 cm, wspó czynnik tarcia
lizgowego po równi µ = 0,1. Mas  kr ka

kieruj cego pomin , bry y po czone s
bezmasowymi i nierozci gliwymi linkami.
Przyspieszenie ziemskie g ≅ 10 m/s2.

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano czterema metodami, stosuj c:
1) zasad  p du i zasad  kr tu,
2) zasad  równowarto ci energii kinetycznej i pracy,
3) równania Lagrange’a II rodzaju,
4) dynamiczne równania ruchu post powego i p askiego.

Ad 1)
Po oswobodzeniu bry  od wi zów i przy o eniu si  reakcji otrzymano dwa uk ady,

jak na rysunku 3.4.6a. Pomini to reakcj  na kr ku, gdy  nie wp ywa ona na obliczenia.
Bry a I porusza si  ruchem post powym, bry a II ruchem p askim. Oznaczaj c masy

bry  odpowiednio przez m1 i m2 oraz pr dko  dowolnego punktu bry y I (ruch post powy)

Rys. 3.4.6a

Rys. 3.4.6

2
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przez v  i pr dko  rodka masy bry y II przez ,Av  z zasady p du otrzymuje si , po
zrzutowaniu na osi przyj tego uk adu odniesienia dla bry y I, równania:

( ) ( )

( ) ( ) ,cos

,sin

1

11

α+−=

−−α+=

QPNvm
dt
d

TSQPvm
dt
d

y

x

dla bry y II za  stosuj c zasad  p du i zasad  kr tu (ruch p aski bry y II jest ruchem
z o onym z post powego ruchu unoszenia i obrotowego ruchu wzgl dnego), otrzymuje si :

( )

.

,,

21

112212

RSrS
dt

dK

SSQSSvm
dt
d

A

A

−′=

=′−+′=

Uwzgl dniaj c, e bry a I nie odrywa si  od pod o a podczas ruchu, tzn. vy = 0,
vx = v, oraz e si a tarcia T = µN, po prostych przekszta ceniach uzyskuje si  nast puj -
cy uk ad równa :

( ) ( )( )

( )















−=

−−=

−αµ−α+=

.

cossin

21

2212

11

RSrS
dt

dK

QSSvm
dt
d

SQPvm
dt
d

A

A (1)

Kr t bry y II wzgl dem prostej przechodz cej przez rodek masy A wynosi
KA = JA ⋅ ω, a moment bezw adno ci wzgl dem tej prostej .222

2 ρ=ρ= g
QmJ A  Pr d-

ko  Av  uzale ni  mo na od pr dko ci ,Kv  wykorzystuj c chwilowy rodek obrotu E
(rys. 3.4.6b), tzn.:

rR
Rvv

rR
v

rR
vRv

A

K
A

+
=

+
=

+
=ωω=

i

,

(2)

Uwzgl dniaj c powy sze w równaniach (1), po wyrugowaniu si  S1 i S2, otrzymuje
si  równanie ró niczkowe

.)cos(sin)(
)(

212

22

21 rR
RQQP

dt
dv

rR
Rmm

+
−αµ−α+=













+
ρ++

Dynamika bry y
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  Podstawiaj c: ,, 2
2

1
1 g

Qmg
Qm ==

,const
)()(

)()()cos(sin)(

2
2

1

2
2

1 ==
+++

+−+αµ−α+ A
rRQrRQ

rRRQrRQP

otrzymuje si  po sca kowaniu:

.
2
1

,

21
2

1

CtCAtx

CAtv

++=

+=

Sta e ca kowania obliczono, korzystaj c z warunków pocz tkowych ruchu, tj. t = 0,
v = 0, x = 0, a wi c C1 = C2 = 0.

Oznaczaj c przez t1 czas przebycia drogi l, otrzymuje si  
A
lt 2

1 =  i v1 = v(t1) =
= At1 = ,2lA  a po podstawieniu danych liczbowych v1 = 6,2 m/s.

Rys. 3.4.6b Rys. 3.4.6c

Ad 2)

Pocz tkowa energia kinetyczna uk adu E1 = 0, energia za  ko cowa (po przebyciu
przez bry  I drogi l)

.
2
1

2
1

2
1 22

2
2
112 ω++= AA JvmvmE

δδδδδ–A

δδδδδ–s

δδδδδ



�
�
��
�
�
�

253

Obliczaj c podobnie jak w przypadku (1)

rR
v

rR
RvvA +

=ω
+

= 1
1 ,

oraz podstawiaj c

g
Qmg

QmJA =ρ=ρ= 1
222

2 ,

otrzymano

.
)(2

1 2
12

22

212 v
rR

RQQ
g

E












−
ρ++=

Po oswobodzeniu od wi zów i przy o eniu si  reakcji otrzymano uk ad jak na ry-
sunku 3.4.6c, gdzie przez lA oznaczono przemieszczenie punktu A odpowiadaj ce prze-
mieszczeniu l bry y I.

Prac  wykonuj  tylko si y: .i,, 21 QTQP  Wynosi ona:

L1–2 = (P sinα + Q1sinα – T )l – Q2lA.

Zwi zek pomi dzy l i lA uzyskuje si  po sca kowaniu spe nionej w ka dej chwili
czasu zale no ci (2) (przypadek (1)), otrzymuj c

.l
rR

RlA +
=

Obliczaj c T = µN = µ(P + Q1)cosα oraz korzystaj c z zasady równowarto ci
energii i pracy E2 – E1 = L1–2, otrzymano:

,
)()(

)()()cos(sin)(2
2

2
1

2
2

1
1

rRQrRQ
rRRQrRQPlgv

+++
+−+αµ−α+

=

a po podstawieniu danych liczbowych v1 = 6,2 m/s.

Ad 3)

Uk ad ma jeden stopie  swobody. Obieraj c wspó rz dn  s okre laj c  przemie-
szczenie bry y I (rys. 3.4.6c) jako wspó rz dn  uogólnion , równanie Lagrange’a II ro-
dzaju mo na zapisa :

.sQ
s
E

s
E

dt
d =

∂
∂−







∂
∂

Dynamika bry y
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Energia kinetyczna i jej odpowiednie pochodne maj  posta :

( )

( )

( )

.0

1

1

,
2
1

2

22

21

2

22

21

2
2

22

21

=
∂
∂













+
ρ++=







∂
∂













+
ρ++=

∂
∂

==












+
ρ++=

s
E

s
rR

RQQ
gs

E
dt
d

s
rR

RQQ
gs

E

v
dt
dsss

rR
RQQ

g
E

Praca przygotowana na odpowiednich przesuni ciach przygotowanych (rys. 3.4.6c)
wynosi:

δL = (P sinα + Q1sinα – T )δs – Q2δA,

gdzie T = µN = µ(P + Q1)cosα.
Poniewa  przesuni cia przygotowane s  proporcjonalne do odpowiednich pr dko-

ci mo liwych, wi c δs = kv, δA = kvA i st d .v
vs A

A δ=δ  Obliczaj c pr dko  vA jak
w przypadku (1) (zale no  (2)), otrzymuje si

.
rR

RsA +
δ=δ

Praca przygotowana na przesuni ciu przygotowanym δs ma posta

,)cos(sin)( 21 sQs
rR

RQQPL sδ=δ





+
−αµ−α+=

sk d si a uogólniona .)cos(sin)( 21 rR
RQQPQs +

−αµ−α+=

Dokonuj c odpowiednich podstawie  do równania Lagrange’a, otrzymuje si

,)cos(sin)(
)(

1
212

22

21 rR
RQQPs

rR
RQQ

g +
−αµ−α+=













+
ρ++

a nast pnie

,const
)()(

)()()cos(sin)(

2
2

1

2
2

1 ==
+++

+−+αµ−α+= Ag
rRQrRQ

rRRQrRQPs

gdzie .
dt
dvs =

Otrzymana zale no  jest identyczna z zale no ci  uzyskan  z zasady p du i zasa-
dy kr tu i dalsze obliczenia wykonuje si  tak samo jak w przypadku 1).
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Ad 4)
Wprowadzaj c na rysunku 3.4.6a w miejsce pr dko ci ωi, Avv  przyspieszenia

,i, εAaa  napisa  mo na dynamiczne równania ruchu bry . Dla bry y I dynamiczne
równanie ruchu post powego w przyj tym uk adzie odniesienia ma posta :

,cos)(0

,sin)(

1

11
1

α+−=

−−α+=

QPN

TSQPag
Q

gdzie T = µN = µ(P + Q1) cos α.
Równania dynamiczne ruchu p askiego bry y II maj  posta :

.,,

,

11
222

221

221
2

SSg
QmJRSrSJ

QSSag
Q

AA

A

=′ρ=ρ=−′=ε

−+′=

Ró niczkuj c zale no  (2) (przypadek (1)), wzgl dem czasu, uzyskuje si

.czymprzy,
R

a
rR

Raa A
A =ε

+
=

Powy sze zwi zki otrzyma  mo na, korzystaj c z rozk adu przyspiesze  w punk-
cie K w ruchu p askim bry y II (rys. 3.4.6d). Dla punktów nierozci gliwej liny al = a1.

Rys. 3.4.6d

W punkcie K bry y II 1a  jest równy

,)(1 arRrRaaa KAA =+ε=ε+ε=+= τ

sk d .i
rR

Raa
rR

a
A +

=
+

=ε
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Po odpowiednich podstawieniach otrzymuje si  uk ad równa :

.

,

,)cos(sin)(

2

2
2

22
2

RSrSa
rRg

Q

QSSa
rR

R
g

Q

SQPag
Q

−=
+

ρ

−+=
+

−αµ−α+=

Rozwi zuj c powy szy uk ad ze wzgl du na a, otrzymuje si

,
)()(

)()()cos(sin)(

2
2

2
2

g
rRQrRQ

rRRQrRQPa
+++

+−+αµ−α+=

gdzie ,
dt
dva =  a wi c identyczn  zale no  jak w przypadku 3) i dalszy tok post po-

wania jest analogiczny jak w przypadku 3) lub ).

ZADANIE 3.4.7

Lekki walec drogowy nap dzany jest silnikiem poprzez przek adni  pasow  o pro-
mieniach kó  r  i r2 (rys. 3.4.7). Masa platformy walca wynosi m, moment bezw adno-
ci wirnika silnika wzgl dem osi obrotu wraz z ko em pasowym – JA, ich sumaryczna

masa – mA, moment bezw adno ci wzgl dem osi obrotu du ego walca z ko em paso-
wym – JB, ich sumaryczna masa mB, moment bezw adno ci wzgl dem osi obrotu ma e-
go walca o promieniu r i masie mC wynosi JC. Nap dowy moment silnika równy jest
M0 = const. Obliczy  przyspieszenie platformy walca drogowego, je eli w chwili po-
cz tkowej by  on w spoczynku.

Rys. 3.4.7

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano dwoma sposobami, wykorzystuj c:

) dynamiczne równanie ruchu post powego i p askiego,
2) zasad  równowarto ci energii kinetycznej i pracy.
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Ad )
Platforma porusza si  ruchem post powym, natomiast pozosta e bry y wcho-

dz ce w sk ad walca drogowego ruchem p askim. Dynamiczne równania ruchu
poszczególnych bry  napisa  mo na, oswobadzaj c poszczególne bry y od wi -
zów i przyk adaj c odpowiednie si y reakcji. Wirnik i stojan silnika oddzia uj  na sie-
bie poprzez o yska A osi wirnika i pole elektromagnetyczne. Pole to, wytwa-
rzane przez stojan, wiruj c, dzia a na wirnik par  si  o momencie M0. Oznaczaj c
si y oddzia ywania o ysk przez AR  (na wirnik) i AR ′  (na stojan) oraz odpowie-
dnio momenty pola elektromagnetycznego przez RMM i0  (rys. 3.4.7a), zgodnie
z III prawem Newtona zachodzi: ,, 0 RAA MMRR −=′−=  przy czym RA = R'A,  M0 = MR.

Rys. 3.4.7a

Si y AR i AR′  roz o ono na sk adowe w przyj tym uk adzie odniesienia jak na rysun-
kach 3.4.7b i 3.4.7c. Si y dzia aj ce na platform , wa  wirnika silnika, walec du y i na
walec ma y pokazano odpowiednio na rysunkach 3.4.7b, 3.4.7c, 3.4.7d i 3.4.7e.

Dynamiczne równania ruchu maj  posta :
– dla ruchu post powego platformy:

,CxAxBx RRRma −′−=

– dla ruchu p askiego wirnika:

( ) ,
,coscos

20

2

rSSMJ
SSRam

AA

AxA

−+=ε
β−α−=

– dla ruchu p askiego du ego walca:

,
,coscos

222

2

RTrSrSJ
TRSSam

BB

BxB

−′−′=ε
+′−α′+β′=

– dla ruchu p askiego ma ego walca:

,
,

2

2

rTJ
TRam

CC

CxC

=ε
−′=

gdzie: RAx = R'Ax, RBx = R'Bx, RCx = R'Cx, S  = S' , S2 = S'2, T  i T2 s  si ami tarcia nierozwi-
ni tego.

Dynamika bry y

'



�
�
��
�
�
�

258 DYNAMIKA

Rys. 3.4.7b Rys. 3.4.7c

Rys. 3.4.7d Rys. 3.4.7e

Uwzgl dniaj c zwi zki kinematyczne:

,,,2 r
a

r
a

R
a

R
arr C

C
B

BBA ==ε==εε=ε

w równaniach dynamicznych oraz rozwi zuj c otrzymany uk ad równa , obliczy
mo na przyspieszenie platformy

( )
.2

2
22

2

0
r
r

Rmmmmr
RJJr

rJ

RMa

CBACBA

⋅

++++




++






⋅=

Ad 2)
Energia kinetyczna uk adu w chwili pocz tkowej E  = 0. W chwili t energia kine-

tyczna jest równa

.
2222222

2222222
2 CCCCBBBBAAAA JvmJvmJvmmvE ω++ω++ω++=

Poniewa  pr dko ci punktów A, B i C s  takie same jak pr dko ci platformy v ,
wi c vA = vB = vC = v.

Ponadto vB = ωB R,   vC = ωC r,   ωA r  = ωB r2.

'

'

'
''

'

'

'

εB

a–B = a
–



�
�
��
�
�
�

259

Uwzgl dniaj c powy sze zale no ci, otrzymuje si

.
2

2
2222

2
2

2 v
r

J
R

J
rR

rJmmmmE CBACBA











++++++=

W celu obliczenia pracy uk ad oswobodzono od wi zów i przy o ono si y czynne
i si y reakcji zewn trzne jak na rysunku 3.4.7f. Si y ci ko ci jako prostopad e do od-
powiednich przemieszcze  pracy nie wykonuj .

Rys. 3.4.7f

Si y tarcia 2i TT  oraz si y 2i NN  przy o one w punktach, które s  chwilowymi
rodkami obrotu, równie  nie wykonuj  pracy. Prac  wykonuje jedynie moment M0

i jest ona równa

∫
ϕ

− ϕ=ϕ=
0

002 .MdML

Uwzgl dniaj c zale no ci r ϕ = r2ϕ2, s = Rϕ2, z czego wynika, e ,2 s
Rr

r=ϕ otrzy-
muje si

.2
02 s

Rr
rML =−

Podstawiaj c obliczone wielko ci E , E2 i L –2 do zasady równowarto ci energii
kinetycznej i pracy E2 – E  = L –2, otrzymano

.
2

2
0

2
2222

2
2 s

Rr
rMv

r
J

R
J

rR
rJmmmm CBACBA =












++++++

Ró niczkuj c obustronnie powy sz  zale no  wed ug czasu, otrzymuje si

,2
2

2
02222

2
2

dt
ds

Rr
rM

dt
dvv

r
J

R
J

rR
rJmmmm CBACBA =












++++++

gdzie: ,, v
dt
dsa

dt
dv ==

Dynamika bry y
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i ostatecznie przyspieszenie platformy w postaci

( )
.2

2
22

2

0
r
r

Rmmmmr
RJJr

rJ

RMa

CBACBA

⋅

++++




++






⋅
=

ZADANIE 3.4.8

W mechanizmie planetarnym jak na rysunku 3.4.8 dane s : promie  ko a nierucho-
mego R = 0,5 m, promie  ko a satelitarnego r = 0,3 m, d ugo  ramki OA = l = 0,8 m,
ci ar ko a satelitarnego G = 60 N, ci ar ramki Q = 40 N. Zak adaj c, e na ramk
dzia a sta y moment, obliczy  jego warto  M, tak aby ramka OA po obrocie o k t

rad
3
π=ϕ  uzyska a pr dko  k tow  ω  =  s– . Moment bezw adno ci ramki wzgl dem

jej osi obrotu przechodz cej przez punkt O obliczy  ze wzoru 2
0 3

mlJ =  (m – masa
ramki), przyspieszenie ziemskie przyj  równe 0 m/s2.

Rys. 3.4.8

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano trzema sposobami, wykorzystuj c:

) równania dynamiczne ruchu obrotowego i p askiego,
2) zasad  równowarto ci energii kinetycznej i pracy,
3) równania Lagrange’a II rodzaju.

Ad )
Rozdzielaj c uk ad na cz ci i przyk adaj c si y wzajemnego oddzia ywania,

otrzymano uk ad jak na rysunkach 3.4.8a i 3.4.8b, przy czym zgodnie z III prawem
Newtona R–A  = –R–'A , R–A2 = –R–'A2, a si y τPPr i  s  si ami sk adowymi reakcji ko a
nieruchomego; rP  – si a promieniowa, τP  – si a styczna (obwodowa).

Równanie dynamiczne ruchu obrotowego ramki ma posta

ϕ−+ϕ′−ϕ′−=ε cos
2

sincos20 lQMlRlRJ AA ( )
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Rys. 3.4.8a Rys. 3.4.8b

Równania dynamiczne ruchu p askiego ko a satelitarnego maj  posta










=ε

−ϕ−ϕ+=

ϕ+ϕ+−=

τ

τ

τ

rPJ

GPPRam

PPRam

A

rAAyA

rAAxA

2

2 cossin

sincos

(2)

gdzie mA i JA – masa i moment bezw adno ci ko a satelitarnego wzgl dem osi w jego
rodku masy A.

Rozk ad przyspieszenia w punkcie A pokazano na rysunku 3.4.8c. Ruguj c z uk a-
du równa  (2) si y Pr i Pτ, otrzymuje si

( ) ϕ−ε−ϕ+ϕ=ϕ+ϕ coscossincossin 2
2 GrJRRaam AAAAyAxA (3)

Wyra enie w nawiasie jest rzutem przyspieszenia punktu A na styczn  do toru tego
punktu i jest przyspieszeniem stycznym punktu A. Równanie (3) zapisa  wi c mo na
nast puj co

ϕ−ε−ϕ+ϕ=τ coscossin 2
2 GrJRRam AAAAA (4)

Równanie (4) mo na by o otrzyma  wprost, pisz c dynamiczne równania ruchu
satelity wzgl dem osi stycznej do toru punktu A i wzgl dem osi obrotu w punkcie A.

Rys. 3.4.8c

Dynamika bry y

'

'

y

x

ϕϕϕϕϕ
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Ruguj c z równa  ( ) i (4) si y RA  i RA2 oraz uwzgl dniaj c zale no ci kinema-
tyczne ε l = ε2r = aAτ, otrzymuje si

MlQGl
g
G

r
lJJ A =








ϕ





 ++ε












+





+ cos

2
2

2

0 (5)

Podstawiaj c ω
ϕ
ω=ϕ

ϕ
ω=ω=ε

d
d

dt
d

d
d

dt
d  do równania (5) oraz rozdzielaj c zmienne,

otrzymuje si  równanie

,cos
2

2
2

0 ϕ







ϕ





 +−=ωω












+





+ dlQGMdl

g
G

r
lJJ A

a nast pnie, po sca kowaniu w granicach [0, ω ], [0, ϕ ], obliczono szukan  warto
momentu

.sin
22

3
32

2












ϕ





 ++





 +ω

ϕ
= QGGQ

g
lM

Po podstawieniu danych liczbowych M = 56,  Nm.

Ad 2)
Energia kinetyczna uk adu w po o eniu spoczynkowym pocz tkowym, tj. dla ϕ = 0,

E  = 0. W po o eniu odpowiadaj cym k towi ϕ = ϕ  energia kinetyczna wynosi

.
222

222
02 AAA Jv

g
GJE ω++ω=

Chwilowy rodek obrotu ko a satelitarnego le y w punkcie styku obu kó , a zatem

vA = ωA r = ω  l

i wzór na energi  kinetyczn  ma posta

.
2
3

322

22
2

2
2

02 




 +ω=ω

















++= GQ

g
l

r
lJl

g
GJE A

Prac  si  dzia aj cych na uk ad zapisa  mo na nast puj co:

∫∫∫ −−ϕ=
ϕ

−

2

000
2 ,

yy
GdyQdyMdL

gdzie y , y2 odpowiadaj  po o eniu dla k ta ϕ = ϕ  i s  wspó rz dnymi punktów przy-
o enia si  ci ko ci GQ i  (rys. 3.4.8d).

Podstawiaj c ,sin,sin
2 2 ϕ=ϕ= lyly  otrzymuje si  po sca kowaniu

,sin
22 ϕ





 +−ϕ=− QGlML
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a nast pnie, z zasady równowarto ci energii kinetycznej i pracy E  – E2 = L –2, zale -
no  w postaci

,sin
22

3
32

22
ϕ





 +−ϕ=





 +

ω QGlMGQ
g

l

oraz identyczn  jak w przypadku ( ) warto  momentu

.sin
22

3
32

2












ϕ





 ++





 +ω

ϕ
= QGGQ

g
llM

Rys. 3.4.8d Rys. 3.4.8e

Ad 3)
Uk ad ma jeden stopie  swobody. Jako wspó rz dn  uogólnion  przyj to k t ϕ

obrotu ramki. Równania Lagrange’a II rodzaju maj  wi c posta

.ϕ=
∂ϕ
∂−





ϕ∂

∂ QEE
dt
d

Energia kinetyczna obliczona jak w przypadku ) ma posta

.
2

2
2

2
0 ϕ

















++=

r
lJl

g
GJE A

gdzie ϕ  jest pr dko ci  k tow  ramki.
Przyjmuj c przesuni cie przygotowane jak na rysunku 3.4.8e, obliczy  mo na

prac  przygotowan

.coscos 2 ϕδ−ϕδ−δϕ=δ GQML

Przesuni cia przygotowane jako proporcjonalne do pr dko ci mo liwych spe nia-
j  zale no ci:

,,, 2 ϕ=δϕ=δ=δ kkvkv AQ

Dynamika bry y

δδδδδ–1

δδδδδ–2

δδδδδϕϕϕϕϕ
ωωωωω2ωωωωω1
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przy czym

.,
2

i
22

2 ϕ=δδϕ=δ

ϕ==

ldl

lvv AQ

Podstawiaj c wyznaczone przesuni cia przygotowane, obliczono prac  przygotowan

,cos
2

δϕ







ϕ





 +−=δ lQGML

a zatem uogólniona si a jest równa

.cos
2

ϕ




 +−=

δϕ
δ=ϕ lQGMLQ

Obliczaj c odpowiednie pochodne:

,0

,

,

2
2

0

2
2

0

=
∂ϕ
∂

ϕ
















++=





ϕ∂

∂

ϕ
















++=

ϕ∂
∂

E

r
lJlg

GJE
dt
d

r
lJl

g
GJE

A

A

i wykorzystuj c równanie Lagrange’a II rodzaju, otrzymuje si  ró niczkowe równanie
ruchu

,cos
2

2
2

0 MlQGr
lJl

g
GJ A =








ϕ





 ++ϕ

















++

identyczne jak w przypadku ) równanie (5). Tok dalszych oblicze  jest wi c taki, jak
w przypadku ).

ZADANIE 3.4.9

Dany jest uk ad jak na rysunku 3.4.9. Maj c dane G2 = 2G , Q, r, wyznaczy  pr d-
ko  v ka dego z ci arów po przebyciu drogi l. W chwili pocz tkowej pr dko ci s
równe zero. Opory ruchu (tarcie w o ysku i opory o rodka) pomin .

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano dwoma sposobami, wykorzystuj c:

) zasad  zachowania energii mechanicznej,
2) równania Lagrange’a II rodzaju dla pola potencjalnego.
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Rys. 3.4.9 Rys. 3.4.9a

Ruch uk adu zachodzi pod wp ywem potencjalnych si  ci ko ci, a wi c odbywa
si  w polu potencjalnym. Zasada zachowania energii i równania Lagrange’a II dla pola
potencjalnego maj  prostsz  form  ni  zasada równowarto ci energii kinetycznej i pra-
cy i równania Lagrange’a II rodzaju w ogólnej postaci i dlatego wygodniej jest skorzy-
sta  w tym przypadku z tych dwóch metod.

Ad )
Oznaczaj c po o enie pocz tkowe uk adu przez I i po o enie po przebyciu drogi l

przez II (rys. 3.4.9a), korzystaj c z zasady zachowania energii mechanicznej E + V = const
zapiszemy  EI + VI = EII + VII, gdzie EI, EII jest energi  kinetyczn  w po o eniu pocz tko-
wym i ko cowym, VI, VII jest energi  potencjaln  w tych po o eniach. Energia kinetyczna

EI = 0 za  ,
222

22
22

2
II ω++= JvmvmE

gdzie:
m , m2 – masy ci arów,

2
32
rmJ = – moment bezw adno ci ko a o masie m3 wzgl dem jego osi obrotu,

v , v2, ω – odpowiednio warto ci pr dko ci ci arów i pr dko  k towa ko a.

Poniewa  v  = v2 = ωr = v i ,,, 3
3

2
2 g

Gm
g

Gm
g

Gm ===  wi c

.
22

2
2II vQGG

g
E 





 ++=

Energia potencjalna wzgl dem przyj tego poziomu odniesienia (V = 0) wynosi:

( ) ( ) .
,

33223322II

3322I

gCmlCgmlCgmgCmghmghmV
gCmgCmgCmV

+−++=++=
++=

Podstawiaj c obliczon  energi  do zasady zachowania energii, otrzymuje si

( ) .0
22

2
22 =





 +++− vQGG

g
glmm

Dynamika bry y
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Podstawiaj c ,2,, 2
2

2 GGg
Gmg

Gm ===  obliczy  mo na szukan  pr dko  v

.
6
4

QG
lgGv
+

=

Ad 2)
Przyjmuj c wspó rz dn  s po o enia ci arów okre laj c  dowolne po o enie

uk adu jako wspó rz dn  uogólnion , równanie Lagrange’a II rodzaju w polu poten-
cjalnym zapisa  mo na nast puj co

,0=
∂

∂−






∂
∂

s
W

s
W

dt
d

gdzie potencja  Lagrange’a równy jest W = E – V. Obliczaj c energi  kinetyczn  i po-
tencjaln  w dowolnym po o eniu uk adu, podobnie jak w przypadku ) otrzymuje si

( ) .
22 2

2
2 gsmmsQGG

g
W −−





 ++=

Obliczaj c pochodne:

( )

( ) ,

,6
22

,
2

22

2

2

GGgmm
s

W

sQG
g

sQGG
gs

W
dt
d

sQGG
gs

W

−=−−=
∂

∂

+=




 ++=







∂
∂






 ++=

∂
∂

i wstawiaj c je do równania Lagrange’a, uzyskuje si  równanie ró niczkowe

,
6

2
QG

gGs
+

=

z którego po sca kowaniu otrzymuje si :

.
6

,
6

2

2 dctt
QG

gGs

ct
QG

gGs

++
+

=

+
+

=

Z warunków pocz tkowych t = 0, s = 0, 0=s  wyznaczy  mo na sta e ca kowania
c = d = 0.

Ruguj c z dwóch ostatnich równa  czas t, otrzymuje si  zale no  pomi dzy pr d-
ko ci  ci arów i ich przemieszczeniem

.
6

4 s
QG

gGs
+

=
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Po przebyciu drogi l, tzn. dla s = l, otrzymuje si  wynik identyczny jak w przypadku )

( ) .
6
4

QG
glGvlss
+

===

ZADANIE 3.4. 0

Uk ad materialny (rys. 3.4. 0) porusza
si  pod wp ywem oddzia ywania si  ci ko-
ci. W chwili pocz tkowej uk ad by  nieru-

chomy. Po pewnym czasie ci ar A przemie-
ci  si , osi gaj c pr dko  .Av  Maj c dane

G , G2, Q, R, r, α, wyznaczy  drog  h ci aru
A odpowiadaj c  pr dko ci .Av  Walec C to-
czy si  po równi bez po lizgu.

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano dwiema metodami,

wykorzystaj c:
) zasad  zachowania energii mechanicznej,

2) równania Lagrange’a II rodzaju dla pola potencjalnego.
W tym przypadku mo na zastosowa  obie metody, pomimo e w uk adzie wyst -

puje si a tarcia pomi dzy równi  a ko em. Toczenie ko a zachodzi bez po lizgu, si a
tarcia jest si  tarcia nierozwini tego, nie wykonuje ona pracy, a wi c nie wyst puje
rozproszenie energii.

Ad )
Z zasady zachowania energii otrzymuje si

EI + VI = EII + VII,

gdzie przez I oznaczono po o enie pocz tkowe w spoczynku, a przez II po o enie po
przebyciu drogi h (rys. 3.4. 0).

Przyjmuj c poziom zerowy energii potencjalnej ka dej masy w jej po o eniu po-
cz tkowym, otrzymano:

VI = 0,    VII = m2gh sinα – m gh = (G2sin α – G )h.

Energi  kinetyczn  uk adu napisano w postaci:

,
2222

,0
2
22

2
2

22
II

I

ω++ω+=

=

JvmJvmE

E

AA

gdzie: .,,
2

,
2

,, 2
22

2
22

2 r
v

R
vr

g
GJR

g
QJ

g
Gm

g
Gm AA =ω=ω====

Rys. 3.4. 0
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Po podstawieniu powy szych zale no ci otrzymuje si

,
22

3
2

2
2II AvQGG

g
E 





 ++=

zatem

( ) 0sin
22

3
2 2

2
2 =−α=





 ++ hGGvQGG

g A

i szukana droga h jest równa

( ) .
sin4

32 2

2

2
Av

GGg
QGGh
α−

++=

Ad 2)
Okre laj c po o enie uk adu w dowolnej chwili czasu przez wspó rz dn  s odpo-

wiadaj c  dowolnemu po o eniu cia a A i obliczaj c podobnie jak w poprzednim przy-
padku energi  kinetyczn  i potencjaln  uk adu, otrzymuje si  wyra enie na potencja
kinetyczny Lagrange’a w postaci

( ) ,sin
22

3
2 2

2
2 sGGsQGG

g
VEW −α−





 ++=−=

gdzie s  jest pr dko ci  odpowiadaj c  po o eniu okre lonemu przez wspó rz dn  s,

.
dt
dss =

Obliczaj c pochodne:

( ),sin

,
22

3

,
22

3

2

2

2

GG
s

W

sQGG
gs

W
dt
d

sQGG
gs

W

−α=
∂

∂






 ++=







∂
∂






 ++=

∂
∂

z równa  Lagrange’a 0=
∂

∂−






∂
∂

s
W

s
W

dt
d  otrzymuje si

( )g
QGG

GGs
++

α−=
2

2
32

sin2 ( )

i po sca kowaniu:

( )

.
32

sin

,
32

sin2

2

2

2

2

2

dctgt
QGG

GGs

cgt
QGG

GGs

++
++

α−=

+
++
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Z warunków pocz tkowych ruchu t = 0, s = 0, 0=s  wynika, e c = d = 0; ruguj c
z powy szych równa  parametr t, otrzymuje si

( ) .
sin4

32 2

2

2 s
GG

QGGs
α−

++=

Dla Avs =  droga przebyta przez ci ar A wynosi

( ) .
sin4

32 2

2

2
Av

GG
QGGh
α−

++=

Wynik ten otrzyma  mo na równie , dokonuj c w równaniu ( ) podstawienia

.s
ds

sd
dt
ds

ds
sd

dt
sds ===

Po rozdzieleniu zmiennych otrzymuje si  równanie

( )
.

32
sin2

2

2 gds
QGG

GGsds
++

α−=

Ca kuj c powy sze równanie w granicach [0, v0], [0, h], otrzymuje si

( ) .
sin4

32 2

2

2
Av

GG
QGGh
α−

++=

Mo na równie  zauwa y , e równanie ( ) przedstawia przyspieszenie ci arów,
a poniewa  jest, jak z tego równania wida , sta e, wi c ruch jest jednostajnie przyspie-
szony. Maj c wyznaczone przyspieszenie na podstawie zasad dynamiki, korzysta
mo na ze wzorów na pr dko  i przemieszczenie w ruchu jednostajnie przyspieszonym
bez pr dko ci i drogi pocz tkowej:

.,
2

, 2 saatsatv ===

Ruguj c czas t, z tych równa  obliczy  mo na szukan  drog  h po osi gni ciu
pr dko ci vA, podstawiaj c s = h, v = vA.

ZADANIE 3.4.

Uk ad materialny (rys. 3.4. ) sk ada si  z walca o masie M, momencie bezw ad-
no ci JA i promieniu R, ko a o momencie bezw adno ci J0 i promieniu r oraz ci aru
o masie m. Walec o masie M mo e toczy  si  bez po lizgu po poziomej powierzchni,
a ruch uk adu ograniczaj  dwie spr yny liniowe o wspó czynnikach spr ysto ci k  i k2.

Dynamika bry y
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Rys. 3.4.

Wyznaczy  amplitud  pr dko ci ci aru o masie m, je eli w chwili pocz tkowej ci ar
ten zosta  wychylony na odleg o  x0 wzgl dem po o enia równowagi i puszczony bez
pr dko ci pocz tkowej. Opory ruchu o rodka i tarcie w o yskach pomin .

Rozwi zanie
Zadanie rozwi zano dwoma sposobami, wykorzystuj c:

) równania Lagrange’a II rodzaju dla pola potencjalnego,
2) zasad  zachowania energii mechanicznej.

Ad )
Si a oddzia ywania pod o a na walec, ze wzgl du na toczenie walca bez po lizgu,

nie wykonuje pracy i w zwi zku z tym nie powoduje rozproszenia energii. Poza t  si
na uk ad dzia aj  si y ci ko ci i si y spr ysto ci oraz zale na od nich si a reakcji o y-
ska ko a o masie m0, czyli si y potencjalne. Ruch uk adu odbywa si  wi c w polu si
potencjalnych i do rozwi zania zadania zastosowano równania Lagrange’a II rodzaju
dla pola potencjalnego. Za wspó rz dn  uogólnion  przyj to wspó rz dn  x ci aru
o masie m oraz oznaczenia jak na rysunku 3.4. a

Energia kinetyczna uk adu równa jest

.
2222

222
00

2
AAA JMvJxmE ω++ω+=

Uwzgl dniaj c zale no ci kinematyczne:

,
2

,
2

,0 R
xxv

r
x

AA =ω==ω

otrzymuje si

.
442

2
22

0 x
R
JM

r
JmE A 





 +++=
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Rys. 3.4. a

Energia potencjalna równa jest sumie energii potencjalnej si  ci ko ci i si  spr y-
sto ci

,
22 0

2
2

2 ghmMgHmgxxkxkV A ++−+=

gdzie: ,
2

xxA =  H i h – sta e odleg o ci od przyj tego poziomu V = 0 ko a o masie M

i ko a o masie m0 (poziom V = 0 dla spr yn nieobci onych).
Potencja  kinetyczny Lagrange’a ma wi c posta

,
42442 0

2
2

2
22

0 ghmMgHmgxxkkx
R
JM

r
JmVEW A −−+





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



 +++=−=

a odpowiednie pochodne wynosz :
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Z równania Lagrange’a 0=
∂
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
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d  otrzymuje si
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Podstawiaj c:

22
0

22
0

22
0

44

,

44

4

R
JM

r
Jm

mga

R
JM

r
Jm

kk

AA +++
=

+++

+
=ω

oraz ,,,2
0

xxxxaxx ==
ω

+=  gdzie wspó rz dna x  opisuje ruch wzgl dem statycz-

nego po o enia równowagi (statyczne po o enie równowagi oznacza spoczynek uk adu
z uwzgl dnieniem napi cia statycznego spr yn na skutek dzia ania si y ci ko ci ci -
aru o masie m), otrzymuje si  jednorodne równanie ró niczkowe drugiego rz du

.02
0 =ω+ xx

Rozwi zanie tego równania ma posta

tAtAx 020 cossin ω+ω= ( )

Sta e A  i A2 wyznaczy  mo na z warunków pocz tkowych, równania ( ) oraz
obliczaj c pr dko

tAtAx 00200 sincos ωω−ωω= (2)

Podstawiaj c do równa  ( ) i (2) warunki pocz tkowe:

,0,,0 0 === xxxt

obliczono sta e A  i A2; A  = 0, A2 = x0.
Uwzgl dniaj c obliczone sta e, otrzymuje si  równanie ruchu

x  = x0cos ω0t (3)

oraz równanie pr dko ci

txx 000 sin ωω−= (4)

Z równania (4) obliczy  mo na amplitud  pr dko ci równ
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2
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Ad 2)

Zasada zachowania energii ma po-
sta  E + V = const. Energi  potencjaln  V
uk adu zapisano tak, aby uwzgl dnia a
wst pne ugi cie statyczne spr yn (∆  i ∆)
pochodz ce od dzia ania si y ci ko ci
G = mg (rys. 3.4. b). Si a ta wywo uje si-
y w spr ynach: F  = k ∆  i F2 = k2∆,

a uk ad przyjmuje po o enie równowagi
statycznej.

Z równa  równowagi si :

,,02

,0

5
)(

2
3

SSSRSRFM

FGSP

i
Di

i
i

=′=′′=⋅′′−⋅=

=+−=

∑

∑

=

=

oraz zale no ci ∆ = 2∆  (uzyskanej z analizy kinematycznej uk adu) otrzymano:

.

4
2

,

4 22 kk

mg

kk

mg

+
=∆

+
=∆

Energia potencjalna uk adu po przemieszczeniu o x  masy m (mierzonym od po o-
enia równowagi statycznej (rys. 3.4. a) wynosi

( ) .
222 0

2
2

2
ghmMgHxmgxkxkV ++−+∆+





 +∆=

Energia kinetyczna analogicznie jak w przypadku ) ma posta

.
442 22

02 




 ++= M

R
J

r
JmxE A

Ze wzgl du na to, e E + V = C, C – sta a,
po zró niczkowaniu po czasie t otrzymano

( )

( ) .0

2244

2

22
0

=−+∆+

+




 +∆+



 ++⋅=+

xmgxxk

xxkM
R
J

r
Jmxx

dt
VEd A

Po podzieleniu przez x  i odpowiednim zgrupowaniu wyra e  równanie powy -
sze ma posta

.0
4244

2222
0 =





 ++





 −∆+∆+



 ++ xkkmgkkM

R
J

r
Jmx A

Rys. 3.4. b
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Drugi sk adnik tego równania wynosi zero po wstawieniu wcze niej obliczonych
∆  oraz ∆ i wobec tego po przekszta ceniach uzyskano

.0

44

4

22
0

2
=

+++

+
+ x

M
R

J
r
Jm

kk
x

A

Jest to równanie identyczne jak to, które otrzymano w przypadku ), i dalszy tok
oblicze  odbywa si  zgodnie z tym przypadkiem.

3.4.2. Reakcje dynamiczne w ruchu obrotowym
Analizuj c na przyk ad metod  kinetostatyki niejednostajny ruch obrotowy bry y

(rys. 3.4. 2), otrzymuje si , przy pomini ciu oporów o rodka i oporów w o yskach,
nast puj cy uk ad równa
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∑

∑
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i
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i
ssByAyiy

n

i
ssBxAxix
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MyMxRRP

MxMyRRP

( )

( )

( ) 0

0

0

2

2

=ε−

=ω+ε++

=ω−ε+−

∑

∑

∑

=

=

=

n

i
ziiz

n

i
xzyzBxiiy

n

i
yzxzByiix

JPM

DDhRPM

DDhRPM

( )

gdzie:
M – masa bry y,
Jz – masowy moment bezw adno ci bry y wzgl dem osi z (osi obrotu),

xs, ys – wspó rz dne rodka masy bry y,
ω, ε – pr dko  k towa i przyspieszenie k towe wzgl dem osi obrotu,

Dxz, Dyz – odpowiednie momenty dewiacji.
Reakcje obliczone z powy szego uk adu równa  równe s  reakcjom statycznym

wyznaczonym w po o eniu równowagi bry y jedynie dla xs = ys = 0 i Dxz = Dyz = 0,
tzn. w przypadku, gdy o  obrotu jest g ówn  centraln  osi  bezw adno ci. Je eli waru-
nek ten nie jest spe niony, to ca kowite reakcje ró ni  si  od reakcji statycznych na
skutek wyst pienia sk adowych dynamicznych i s  sum  reakcji statycznych i dyna-
micznych ( )., BdBstBAdAstA RRRRRR +=+=
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Rys. 3.4. 2

Reakcje dynamiczne (sk adowe dynamiczne reakcji ca kowitych) wyznaczy  mo na
z uk adu równa















=ω+ε+

=ω−ε+−

=ω+ε−+

=ω+ε++

0

0

0

0

2

2

2

2

xzyzBxd

yzxzByd

ssBydAyd

ssBxdAxd

DDhR

DDhR

MyMxRR

MxMyRR

(2)

ZADANIE 3.4. 2

Obliczy  reakcje dynamiczne o ysk A i B wa u pokazanego na rysunku 3.4. 2a.
Mas  elementów o d ugo ciach l i 2a pomin , tuleje K o jednakowych masach m trak-
towa  jak punkty materialne. Wa  obraca si  ze sta  pr dko ci  k tow  ω.

Rozwi zanie
Na rysunku 3.4. 2b przedstawiono model obliczeniowy wa u z przy o onymi si a-

mi czynnymi i reakcjami ca kowitymi podpór A i B.

Dynamika bry y
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Rys. 3.4. 2a

Rys. 3.4. 2b

Ze wzgl du na to, e poszukuje si  w tym przypadku jedynie reakcji dynamicznych,
a nie ca kowitych, wykorzystuje si  równania (2) – str. 275, w których nie wyst puj
si y statyczne, tzn. si y ci ko ci i sk adowe statyczne reakcji ca kowitych. Nie wyst -
puj  ponadto cz ony zawieraj ce przyspieszenie k towe ε, poniewa  pr dko  k towa ω
jest sta a. Otrzymuje si :

,0

,0

2

2

=ω++

=ω++

sBydAyd

sBxdAxd
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.06

,06

2

2

=ω+−

=ω−

xzBxd

yzByd

DaR

DaR

Obliczaj c z odpowiednich wzorów wspó rz dne rodka masy:

,2,
22

,
22
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mMl
m
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M
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m
lm

M

xm
x i

ii

s
i

ii

s ==⋅=
⋅

==⋅=
⋅

=
∑∑
==

oraz momenty dewiacji:

( ) ( )

( ) ( ) ,4420

,2402

2

2

mlaalmamzxmD

mlaamalmzymD

i
iiixz

i
iiiyz

−=−⋅⋅+−⋅⋅==

−=−⋅⋅+−⋅⋅==

∑

∑

=

=

otrzymano wspó rz dne reakcji dynamicznych:

.
3

,
3
2,

3
2,

2
2222 lmRlmRlmRlmR BydBxdAydAxd ω−=ω−=ω−=ω−=

Ca kowite reakcje dynamiczne wynosz :

.5
3

,5
3

222222 lmRRRlmRRR BydBxdBdAydAxdAd ω=+=ω=+=

Znaki „–” wspó rz dnych reakcji wiadcz  o tym, e w rzeczywisto ci zwroty tych
si  s  przeciwne do przyj tych na rysunku.

ZADANIE 3.4. 3

Obliczy  reakcje dynamiczne o ysk A i B wa u obracaj cego si  ze sta  pr d-
ko ci  k tow  ω (rys. 3.4. 3). Poszczególne odcinki wa u o d ugo ci 2l maj  masy
równe m. Dla oblicze  przyj , e masy odcinków wa u skupione s  w rodkach ci -
ko ci tych odcinków.
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Rozwi zanie
Dla oblicze  przyj to uproszczony schemat wa u jak na rysunku 3.4. 3a. Reakcje

dynamiczne obliczono w uk adzie odniesienia przyj tym tak, e o  z pokrywa si  z osi
obrotu wa u. Z równa  (2) – str. 275 – otrzymuje si :
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przy czym .7i0
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i ===ω=ε ∑
=

Wspó rz dne rodka ci ko ci wynosz :
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Momenty dewiacji wynosz :

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) .32652

48726

,3222

04322
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iiiyz
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Po podstawieniu obliczonych wspó rz dnych rodka masy i momentów dewiacji
otrzymano:

RAxd – RBxd = 0,
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RAyd + RByd = 0,

RByd ⋅ 8l - ω2(32ml2) = 0,

RBxd ⋅ 8l + ω2(32ml2) = 0,

sk d

.2
9
6i

,
9
6

,
9
6

2

2

2

ω==

ω−=−=

ω=−=

mlRR

mlRR

mlRR

BdAd

AxdBxd

AydByd

Zauwa my, e spe nienie warunku xs = 0, ys = 0 nie powoduje zerowania si  reak-
cji dynamicznych, poniewa  momenty dewiacji Dxz i Dyz nie s  równe zeru. W tym
przypadku wa  jest wywa ony jedynie statycznie. Pe ne wywa enie wa u, a wi c rów-
nie  dynamiczne, tak aby RAd = RBd = 0, mo e by  zrealizowane przy zachowaniu osi
obrotu AB przez do czenie do wa u dodatkowych mas w taki sposób, aby xs = ys = 0
i Dxz = Dyz = 0.

ZADANIE 3.4. 4

Obliczy  ca kowite reakcje o ysk A i B, je eli bry a w kszta cie trójk ta równora-
miennego obraca si  dooko a osi AB ze sta  pr dko ci  k tow  ω. Masa bry y równa
si  m. Opory tarcia w o yskach pomin .

Rozwi zanie
Reakcje ca kowite obliczono z równa  ( ) – str. 274, w których w RAx, RAy, RAz,

RBx, RBy uwzgl dniono zarówno sk adowe statyczne jak i dynamiczne. Do bry y przy o-
ono wszystkie si y czynne i reakcje w uk adzie przyj tym jak na rysunku 3.4. 4.

Ze wzgl du na to, e ω = const, przyspieszenie k towe ε = 0, a ponadto w przyj -
tym uk adzie odniesienia xs = 0 i .

3
lys =

Obliczaj c: Dxz = 0 (o  x jest prostopad a do p aszczyzny symetrii bry y),
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z uk adu równa  ( ) – str. 274 – otrzymuje si  nast puj ce równanie:
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Wyznaczone z powy szych równa  warto ci sk adowych reakcji ca kowitych wy-
nosz :

.
43

,
669

0i

,
23

,
43

,,0

2

4222222

22






 ω+=

ω+ω−=++=

ω−−=ω−=

===

lgR

lglgmRRRR

mlmgRmlmgR

mgRRR

B

AzAyAxA

ByAy

AzBxAx

Rys. 3.4. 4
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ZADANIE 3.4. 5

Obliczy  reakcje przegubu O zawieszenia jednorodnego pr ta OA = l o masie m,
je eli porusza si  on wokó  osi z z pr dko ci  ω = const stale pod k tem α (rys. 3.4. 5).

Rozwi zanie
W przyj tym uk adzie odniesienia przy o ono si y czynne i reakcje (rys. 3.4. 5a).
Podobnie jak w przyk adzie poprzednim, ca kowite reakcje obliczono z uk adu

równa  ( ) – str. 274.

Rys. 3.4. 5 Rys. 3.4. 5a

Wyznaczaj c wspó rz dne rodka ci ko ci xs = 0,

,cos
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2

α=α= lzly ss

momenty dewiacji: Dxy = 0 (o  x jest prostopad a do p aszczyzny symetrii pr ta),
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oraz podstawiaj c do równa  ( ) – str. 274 – powy ej obliczone wielko ci, a tak e ε = 0
(ω = const) otrzymano:

.0cossin
3

sin
2

,0

,0sin
2

,0

22

0

2
0

0

=ααω−α

=−

=αω+

=

mlmgl

mgR

mlR

R

z

y

x

Z trzech pierwszych równa  wyznacza si  warto ci sk adowych reakcji ,0R  a na-
st pnie jej warto

.sin
4

2242
0 αω+= lgmR

Z równania czwartego wyznaczy  mo na warto  pr dko ci k towej, przy której
pr t o d ugo ci l w czasie ruchu nachylony b dzie stale pod k tem α.

Dla obliczonej warto ci pr dko ci k towej

,
cos2
3

α
=ω

l
g

warto  ca kowitej reakcji w punkcie O wynosi .tg
6
9 2

0 α+= mgR

3.4.3. Ruch kulisty – przybli ona teoria yroskopów

ZADANIE 3.4. 6

Obliczy  warto  yroskopowych reakcji o ysk wa u turbiny okr towej obracaj -
cej si  z pr dko ci  k tow  ω  = 26,2 rad/s podczas zmiany kursu okr tu z pr dko ci
k tow  ω2 = 0,209 rad/s (rys. 3.4. 6). Ci ar wirnika turbiny Q = 76,6 kN, moment
bezw adno ci wirnika wzgl dem jego osi obrotu J = 405 5 kgm2. Wirnik umieszczony
jest w rodku wa u podpartego na dwóch o yskach o rozstawie l = 2 m.

Rys. 3.4. 6
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Rozwi zanie

Reakcje yroskopowe wyznacza si  obliczaj c warto  momentu yroskopowe-
go GM  równ  warto ci momentu M  wynikaj cego ze zmiany kr tu K  z pr dko ci
k tow  ω  w wyniku zmiany kursu z pr dko ci  .2ω

Warto  momentu M  wynosi M = RAd ⋅ l, a poniewa  M = MG, wi c 
l

MR G
Ad =

(rys. 3.4. 6a).
Dla przypadku, gdy k t pomi dzy pr dko ci  obrotu szybkiego ω  a pr dko ci  ob-

rotu wolnego 2ω  wynosi ,
2
π

 warto  momentu yroskopowego wyznaczona w wyniku za-
stosowania twierdzenia Resala wynosi: MG = Jω  ω2 = 405 5 ⋅ 26,2 ⋅ 0,209 ≅ 22 7 0 Nm.

Warto  reakcji yroskopowych wynosi

.N8550
2
7 022 ====

l
MRR G

BdAd

Dodatkowo obliczono warto  reakcji statycznych .i BstAst RR

Rys. 3.4. 6a

Ze wzgl du na symetri  warto  reakcji statycznych

.N30088
2

=== QRR BstAst

Takie reakcje wyst puj  podczas utrzymywania kursu prostoliniowego. W momencie
zmiany kursu z pr dko ci  k tow  o warto ci ω2 = 0,209 rad/s << ω  = 26,2 rad/s,
wzgl dnie ko ysania okr tu z t  pr dko ci , powstaj  w o yskach dodatkowe si y dy-
namiczne RAd i RBd, tak e o ysko A jest obci one si  RA = RAd + RAst = 99 55 N,
a o ysko B si  o warto ci RB = RBd – RBst = 22 555 N.

ωωωωω–2

ωωωωω–1
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Przedstawiony przyk ad pokazuje, jak wa ne jest uwzgl dnienie w konstrukcyj-
nych obliczeniach obci e  dynamicznych, które mog  znacznie przekracza  obci e-
nia statyczne, a nieuwzgl dnienie nadwy ek dynamicznych prowadzi  mo e do znisz-
czenia konstrukcji.

ZADANIE 3.4. 7

Obliczy  ca kowite reakcje szyn na ko a parowozu jad cego z pr dko ci  v = 20 m/s
po poziomym torze po o onym na zakr cie ko owym o rednim promieniu R = 200 m.
Rozstaw szyn wynosi l = ,2 m, ci ar ka dego z kó  Q = 4905 N, ci ar osi pomin ,
ko a nale y traktowa  jako jednorodne walce o promieniu r = 0,7 m.

Rys. 3.4. 7

Rozwi zanie
Oddzia ywanie kó  na szyny wynika z obci enia statycznego si ami ci ko ci Q

(rys. 3.4. 7), obci enia dynamicznego na skutek ruchu zestawu ko owego po okr gu
o promieniu R z pr dko ci  k tow  2ω  oraz z obci enia dynamicznego si ami yrosko-
powymi na skutek ruchu z pr dko ci  k tow  2ω  i pr dko ci  k tow  ω  wokó  w a-
snej osi kó . Ca kowite reakcje szyn, równe oddzia ywaniom kó  na szyny, wyznacza
si  jako sum  sk adowych statycznych i dynamicznych. Zadanie rozwi zano przy za o-
eniu, e nie nast puje odrywanie ko a wewn trznego od szyny, oraz e boczne dzia a-

nie kó  na szyny wywiera jedynie ko o zewn trzne. Rozk ad si  czynnych i reakcji przy-
o onych do zestawu ko owego pokazano na rysunku 3.4. 7a, przy czym si a sB  jest

si  bezw adno ci przy o on  w rodku ci ko ci S i wynikaj c  z ruchu z pr dko ci
k tow  ,2ω  a moment yroskopowy GM  równy momentowi wynikaj cemu ze zmiany
kr tu K  z pr dko ci  2ω  obliczono z twierdzenia Resala.

Dynamika bry y

ωωωωω–2

ωωωωω–1
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Si y BByAyAx RRRR =,,  s  si ami reakcji ca kowitych uwzgl dniaj cych sk adowe
statyczne i dynamiczne. Stosuj c metod  kinetostatyki, tzn. analizuj c uk ad dyna-
miczny jak uk ad statyczny, ale z przy o onymi si ami dynamicznymi, mo na napisa
równania równowagi:

( ) .0
2

20

,020

,00

=+⋅−+→=

=+−→=

=−→=

∑

∑

∑

=

=

=

n

i
BGsAi

B

n

i
Ayiy

s
n

i
Axix

lRlQMrBM

RQRP

BRP

Si  bezw adno ci Bs wyznacza si , obliczaj c przyspieszenie normalne rodka

masy ,
2

R
van =  gdzie v  jest pr dko ci  liniow  jazdy parowozu równ  pr dko ci rod-

ka masy S, czyli

.N2000
2008,9

400490522 2
=

⋅
⋅⋅===

R
v

g
QmaB ns

Moment yroskopowy obliczono z twierdzenia Resala dla przypadku, gdy pomi -
dzy  pr dko ciami 2i ωω  zawarty jest k t prosty, tzn. MG = Jω ω2.

Moment bezw adno ci J wzgl dem osi w asnej zestawu (o  obrotu szybkiego)
wynosi

( ) .kgm245
8,9

7,04905
2

2 2
2

2 ⋅=⋅= r
g
QJ

Pr dko  k tow  ω  obliczono, zak adaj c, e ko a tocz  si  po szynach bez po lizgu.

rv ω=

i st d

.rad/s57,28
7,0

20 ===ω
r
v

Pr dko  k towa 2ω  wynika z pr dko ci jazdy parowozu równej pr dko ci linio-
wej rodka masy i

rad/s.,0
200
20

2 ===ω
R
v
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Dynamika bry y
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Moment yroskopowy wynosi wi c:

MG = 245 ⋅ 28,75 ⋅ 0,  = 704,37 Nm.

Obliczaj c z równa  równowagi RAx, RAy i RB, otrzymuje si :

.N3 5
2,

37,7047,020004905

,N6658
2,

37,7047,020004905

N,2000

≅+⋅−=
+

−=

≅+⋅+=
+

+=

==

l
MrBQR

l
MrBQR

BR

Gs
B

Gs
Ay

sAx

Warto ci reakcji ca kowitych wynosz  odpowiednio:

( ) ( ) .N3 5,N695266582000 2222 ==+=+= BAyAxA RRRR

W tym przypadku zasadnicze obci enie szyny zewn trznej powoduje si a ,sB
jednak e moment yroskopowy powoduje dodatkowe obci enie dynamiczne, które
równie  wp ywa na ywotno  szyny i kó  jezdnych. Do samodzielnego rozwi zania
proponuje si  wyznaczenie granicznej pr dko ci jazdy, przy której zakr t o promieniu
R pokonuje si  bezpiecznie, tzn. bez wywrócenia parowozu.

ZADANIE 3.4. 8

Obliczy  warto  momentu yroskopowego dzia aj cego na samolot lec cy
z pr dko ci  v = 40 m/s po uku o promieniu R = 25 m, je eli obroty silnika wynosz
n = 200 obr/min, a moment bezw adno ci wszystkich cz ci obracaj cych si  wzgl -
dem osi pod u nej samolotu wynosi J = 7,85 Nms2 (rys. 3.4. 8).

Rys. 3.4. 8
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Rozwi zanie
Warto  momentu yroskopowego obliczono bezpo rednio z twierdzenia Resala

MG = Jω ω2.
Pr dko  k tow  ,ω  obrotu dooko a osi w asnej samolotu obliczono, znaj c obro-

ty silnika, tj. .
30

nπ=ω  Pr dko  k tow  2ω  wyznaczono, znaj c pr dko  liniow  v
w ruchu po okr gu o promieniu R, tj. .2 R

v=ω

Moment yroskopowy wynosi wi c

.Nm577
25
40

30
20085,7

30
≅⋅⋅π⋅=⋅π=

r
vnJM G

W wyniku takiego momentu yroskopowego powstaj  si y dynamiczne dzia aj ce
w uk adzie nap dowym samolotu, np. na o yskach wa u korbowego. Warto  tych si
zale y równie  od rozstawu o ysk.

ZADANIE 3.4. 9

W m ynie chilijskim walec roboczy o masie m i promieniu bezw adno ci ρ toczy
si  bez po lizgu po bie ni o promieniu R z pr dko ci  k tow  2ω  wokó  pionowej osi
(rys. 3.4. 9). Obliczy  nacisk walca na bie ni , je eli jego promie  wynosi r.

Rys. 3.4. 9 Rys. 3.4. 9a

Rozwi zanie
Ze wzgl du na to, e toczenie odbywa si  bez po lizgu, pr dko  liniowa punktu B

(punktu styku walca z bie ni ) w dowolnej chwili czasu jest równa zeru, chwilowa o
obrotu oraz pr dko  k towa chwilowa ω  le  na kierunku OB (rys. 3.4. 9a).

Dynamika bry y

ωωωωω–2 ωωωωω–2

ωωωωω–1

ωωωωω–
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Pr dko  k tow  wzgl dem osi w asnej walca roboczego ω  obliczono z zale no-

ci ω  = ω2ctg α, gdzie .ictg 2 r
R

r
R ω=ω=α

Nacisk walca na bie ni  równy jest co do warto ci reakcji R–B bie ni wynikaj cej
z dzia ania statycznego si y ci ko ci Q  walca oraz z dzia ania dynamicznego wyni-
kaj cego z momentu yroskopowego

MG = Jω ω2.

Przyrównuj c moment si  BRQ i  wzgl dem punktu O do momentu yroskopowe-
go, otrzymano:

RB ⋅ R – QR = Jω ω2,

sk d reakcja .2 Q
R

JRB +ωω=

Podstawiaj c za moment bezw adno ci J = mρ2 oraz za ω  obliczon  poprzednio
warto , wyznaczono

.
2
2

2
mg

r
mRB +ωρ=

W praktyce si y dynamiczne mog  osi gn  znaczne warto ci w stosunku do si
statycznych i np. dla n = 50 obr/min walca roboczego o promieniu r = 0,5 m i promie-
niu bezw adno ci ρ = 0,3 m si a nacisku wynikaj ca z dzia ania momentu yroskopo-
wego jest pi ciokrotnie wi ksza od ci aru walca.

3.5. Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych

ZADANIE 3.5.

Na rysunku 3.5.  pokazano schemat wyci garki z nap dem elektrycznym.
Obliczy  moc silnika na ko cu rozruchu, maj c dane:
JA – moment bezw adno ci elementów masowych na wale A,
JB – moment bezw adno ci elementów masowych na wale B,
m – masa podnoszonego ci aru,

r, R – promienie podzia owe kó  przek adni z batej,
d – rednica b bna linowego,
εs – przyspieszenie k towe wa u silnika,
tr – czas rozruchu.

Sprawno  uk adu wyci garki przyj  η = .
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Rys. 3.5.

Rozwi zanie
Moc u yteczn  silnika oblicza si  z zale no ci

Nu = Ms ⋅ ωs  [W].

Wzór powy szy nie uwzgl dnia strat mocy potrzebnej na pokonanie oporów w a-
snych ruchu maszyny. Uwzgl dniaj c wspó czynnik sprawno ci ujmuj cy takie straty,
moc silnika oblicza si  ze wzoru

],W[czyli, sss
u

s MNNN ω⋅η=η=

gdzie:
Ms – moment na wale silnika, w Nm,
ωs – pr dko  k towa wa u silnika w ko cu rozruchu, w rad/s.

Zak adaj c, e rozruch odbywa si  ruchem jednostajnie przyspieszonym, tj. εs = const,
i bez pr dko ci pocz tkowej, pr dko  k towa ωs = εs ⋅ tr, gdzie tr jest czasem rozruchu.

Moment Ms na wale silnika obliczono dwiema metodami:
) metod  energetyczn

2) metod  redukcji si  i momentów si .

Ad )
Moment Ms jest równy sumie momentów oporów dynamicznych i statycznych na

wale A, Ms = MdA + MstA. Opory statyczne wynikaj  z dzia ania si  statycznych i w tym
przypadku zale ne s  jedynie od si y ci ko ci gm  podnoszonego ci aru. Moment
statyczny MB na wale B jest równy .

2
dmgM B =

Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych

ωωωωωA

ωωωωωB
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Uwzgl dniaj c równo  si  stycznych wzajemnego oddzia ywania kó  z batych
przek adni, otrzymuje si  moment statyczny na wale A równy

,
2R
rdmg

R
rMiMM BBstA ==⋅=

gdzie 
R
ri =  jest prze o eniem przek adni (oznaczaj c si y styczne przez Pτ, moment

MB = Pτ R, a moment MstA = Pτ r, czyli 
R
rMM BstA = ).

W celu obliczenia momentu dynamicznego MdA na wale silnika, rzeczywisty uk ad
wyci garki zast pujemy modelem obliczeniowym jak na rysunku 3.5. a.

Rys. 3.5. a

Jzr jest zredukowanym na wa  silnika momentem bezw adno ci uwzgl dniaj cym
masy wszystkich elementów bior cych udzia  w ruchu wyci garki. Znaj c moment Jzr,
obliczy  mo na moment dynamiczny na wale silnika z zale no ci

MdA = Jzr ⋅ εs,

gdzie εs jest przyspieszeniem k towym wa u silnika.

Moment bezw adno ci oblicza si  porównuj c energi  kinetyczn  Eu uk adu rze-
czywistego z energi  kinetyczn  Em modelu

Eu = Em.

Energia uk adu jest równa

,
222

222
AABBu JJmvE ω+ω+=

gdzie:
v – pr dko  podnoszonego ci aru o masie m,

ωB – pr dko  k towa wa u B,
ωA = ωs – pr dko  k towa wa u A równa pr dko ci k towej silnika.
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Poniewa : ,
22

,
R

rddv
R
r

R
r

sBsAB ω=ω=ω=ω=ω
wi c

.
22

2
22

sABu J
R
rJ

R
rdmE ω












+





+





=

Energia kinetyczna modelu jest równa: .
2

2
szrm JE ω=

Porównuj c obie energie, otrzymuje si

ABzr J
R
rJ

R
rdmJ +





+





=

22

2

i szukany moment dynamiczny na wale silnika

.
2

22

sABdA J
R
rJ

R
rdmM ε












+





+





=

Obliczaj c moment Ms silnika

R
rdmgJ

R
rJ

R
rdmM sABs 22

22
+ε












+





+





=

oraz uwzgl dniaj c wspó czynnik sprawno ci η = , otrzymuje si  moc silnika:

.
22

22

rssABs t
R

rdmgJ
R
rJ

R
rdmN ε













+ε











+





+





=

Ad 2)

Metoda ta polega na redukowaniu momentów si  statycznych i dynamicznych
cznie, wed ug formu y pokazanej w przypadku ) przy wyznaczeniu MstA.

Moment oporów M na wale silnika, równy momentowi silnika Ms, sk ada si
z dwóch cz onów (rys. 3.5. b)

M = Ms = JA εA + Mzr,

gdzie: εA = εs jest przyspieszeniem k towym wa u silnika, iloczyn JA εA przedstawia
opory dynamiczne na wale A, Mzr jest momentem zredukowanym uwzgl dniaj cym
opory dynamiczne i statyczne w uk adzie wyci garki.

Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych
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Rys. 3.5. b

Moment zredukowany Mzr jest równy

,
R
rMiMM BBzr ==

gdzie moment oporów na wale B wynosi

.
2
dSJM BBB +ε=

Si  w linie (rys. 3.5. b) wyznaczy  mo na z równania dynamicznego ci aru G
(lub z zasady d’Alemberta), tj.

S = G + ma = m(g + a).

Moment oporów na wale silnika wynosi wi c

( ) .
2 R

rdagmJJM BBsA 



 ++ε+ε=

Podstawiaj c zwi zki kinematyczne:

,
2

, da
R
r

BsB ε=ε=ε

otrzymuje si  moment silnika

,
22

22

R
rdmgJ

R
rJ

R
rdmMM sABs +ε












+





+





==

a wi c identyczny jak w przypadku ) i obliczenie mocy Ns odbywa si  dalej jak
w przypadku ).
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Uwaga. Moment silnika Ms obliczy  mo na równie , pisz c odpowiednie dynamiczne
równania ruchu poszczególnych bry  wchodz cych w sk ad wyci garki i ruguj c z otrzy-
manego uk adu równa  si y wzajemnego oddzia ywania (si y wewn trzne uk adu).

ZADANIE 3.5.2

Wyznaczy  moc wci garki (rys. 3.5.2) w ko cowej chwili rozruchu dla nast puj -
cych danych:

J , J2 – momenty bezw adno ci kó  pasowych silnika i przek adni,
J3, J4 – momenty bezw adno ci kó  z batych przek adni,

JB – moment bezw adno ci b bna linowego,
GD2 – moment zamachowy wirnika silnika,
i , i2 – prze o enia przek adni pasowej i z batej,

d – rednica b bna linowego,
m – masa ci gni tego ci aru,
v – pr dko  ci gni tego ci aru w ko cowej chwili rozruchu,
tr – czas rozruchu,
α – k t równi,
µ – wspó czynnik tarcia po równi,
η – sprawno  uk adu nap dowego wci garki.

Rys. 3.5.2

Rozwi zanie
Podobnie jak w poprzednim zadaniu zastosowano dwie metody:

) energetyczn ,
2) redukcj  si  i momentów si .

Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych

2
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Ad )

Energia kinetyczna uk adu wyra a si  zale no ci

,
2222

2
3III

2
2II

2
I

2 ω+ω+ω+= JJJmvE su

gdzie:

.,,
4 4III32II

2

I Bw JJJJJJ
g

GDJJJJ +=+=+=+=

Kinematyczne zwi zki pomi dzy odpowiednimi pr dko ciami maj  posta  (rys.
3.5.2)

2
,, 32

2

32 dvii
s

ω==
ω
ω

=
ω
ω

i energia kinetyczna uk adu jest równa

( ) ( )( ) ( ) .
442

22
2

2
2

24
2

32

2

sBu iidmiiJJiJJ
g

GDJE ω











+++++










+=

Redukuj c masy uk adu rzeczywistego na wa  silnika, przyjmuje si  model uk adu
jak na rysunku 3.5. a.

Rys. 3.5.2a

Energia kinetyczna modelu 2
2 szrm JE ω= . Porównuj c energie kinetyczne uk a-

du rzeczywistego i modelu, otrzymuje si  zredukowany moment bezw adno ci

( ) ( )( ) ( ) .
44

2
2

2
2

24
2

32

2
iimdiiJJiJJ

g
GDJJ Bzr ++++++=

εεεεε3

εεεεε 2 εεεεε s
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Moment oporów dynamicznych wyra a si  wi c wzorem

Md  = Jzr ⋅ εs,

gdzie przyspieszenie k towe εs na wale silnika wyznacza si  z zale no ci kinematycz-
nych (podobnie jak dla pr dko ci ωs).

Uwzgl dniaj c, e rozruch jest jednostajnie przyspieszony bez pr dko ci pocz t-
kowej, tzn. v = atr, i korzystaj c ze wzorów na prze o enie przek adni, otrzymuje si

.22

22 dtii
v

dii
a

r
s ==ε

Moment oporów statycznych pochodzi w tym przypadku od si y ci ko ci mg
i si y tarcia T  (rys. 3.5.2a).

Na wale III moment ten wynosi

( ) ( ) ,
2

sincos
2

sin3
dmgdmgTM α+αµ=α+=

a zredukowany na wa  I jest równy momentowi oporów statycznych na wale silnika

( ) .sincos
2 223 idimgiiMM st α+αµ==

Pr dko  k tow  silnika oblicza si  ze zwi zków kinematycznych w zale no ci od
pr dko ci v na ko cu rozruchu

.2

2dii
v

s =ω

Moc silnika po uwzgl dnieniu oporów dynamicznych i statycznych oraz sprawno-
ci uk adu wci garki jest równa:

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) .2sincos
2

2
44

2
2

2

2
2

2
2

24
2

32

2

dii
vdiimg

dtii
viimdiiJJiJJ

g
GDJ

MJMMMNN

r
B

sstszrsstdssu
s



α+αµ+







+











++++++

η
=

=η
ω+ε=η

ω+=η
ω=η=

Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych
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W okresie ruchu ustalonego do podtrzymania tego ruchu potrzebna jest moc
mniejsza, tzn. dla εs = 0

( ) .sincos
η

α+αµ=η
ω

= vmgMN sst
s

Moc ta wynika jedynie z obci enia statycznego z uwzgl dnieniem strat w uk adzie.

Ad 2)
Moment oporów na wale silnika równy momentowi silnika wynosi

M = Ms = J εs + Mzr,

gdzie Mzr = MzrII/I + MzrIII/I jest sum  momentów oporów zredukowanych z wa u II na I
i z wa u III na I:

( ) .
2

sincos

,

23III2IIIIII/I

2IIIIII/I

iidmgmgmaJiiMM

iJiMM

zr

zr





 α+αµ++ε==

ε==

Przyspieszenia k towe ε2 i ε3 w zale no ci od εs oraz pr dko ci k towej ωs oblicza
si  identycznie jak w przypadku ).

Podstawiaj c BJJJJJJ
g

GDJJ +=+=+= 4III32II

2

I ,,
4

 i obliczony moment

silnika do wzoru na moc, otrzymuje si :

( ) ( )( ) ( )

( ) .2sincos
2

2
44

2
2

2

2
2

2
2

24
2

32

2

dii
vdiimg

dtii
viimdiiJJiJJ

g
GDJN

r
Bs



α+αµ+







+











++++++

η
=

ZADANIE 3.5.3

Wyznaczy  moment oporów na wale silnika podno nika suwnicy (rys. 3.5.3) dla
danych:

J – moment bezw adno ci na wale silnika,
J0 – moment bezw adno ci kr ka linowego,

G, Q – ci ar podnoszony i ci ar kr ka linowego,
r, R – promienie b bna linowego i kr ka,

ωs – pr dko  k towa silnika po czasie tr rozruchu.

Przyj , e w czasie rozruchu wirnik silnika obraca si  ruchem jednostajnie przy-
spieszonym.
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Rozwi zanie
Moment oporów na wale silnika wyznaczono dwiema metodami:

) energetyczn ,
2) redukcji si  i momentów.

Ad )
Pr dko  podnoszonego ci aru v = v0 = ωR (chwilowy rodek obrotu znajduje si

w punkcie A (rys. 3.5.3)), a pr dko  punktu B  vB = 2v0 = 2v. Uzale niaj c odpowied-
nie pr dko ci od pr dko ci k towej silnika, otrzymuje si :

.
2

,
22

0
R
r

R
v

R
vrvv ssB ω===ωω==

Rys. 3.5.3 Rys. 3.5.3a

Energia kinetyczna uk adu ma posta

,
2222

22
0

2
0

2 v
g
Gv

g
QJJE su ++ω+ω=

a po uwzgl dnieniu zwi zków kinematycznych

( ) .
22

2
22

0 su eg
rGQ

R
rJJE ω












++





+=

Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych

'

(ST = S'T)
BA •• R
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Poniewa  energia kinetyczna modelu zast pczego wynosi ,
2

2
szrm JE ω=  wi c

zredukowany moment bezw adno ci na wa  silnika jest równy

( ) .
42

22

0 g
rGQ

R
rJJJ zr ++





+=

Obliczaj c z warunków rozruchu przyspieszenie k towe wa u silnika ,
r

s
s t

ω
=ε

otrzymuje si  moment dynamiczny na wale silnika w postaci

( ) .
2

22

0
r

s
szrd teg

rGQ
R
rJJJM ω












++





+=ε=

Moment oporów statycznych pochodz cy tylko od si  QG i  oblicza si  z zale -
no ci

Mst = S'T r,          S'T = ST,

gdzie ST – si a wynikaj ca z równowagi d wigni AB (punkt A nieruchomy) (rys. 3.5.3a).

Warto  statycznej si y TS  oblicza si  z równania

( ) ,020 =+−⋅→=∑
=

RGQRSM T
n

i
iA

st d

( ) ( ) .
2

i
2

rGQMGQS stT +=+=

Moment oporów na wale silnika uwzgl dniaj cy obci enia dynamiczne i statycz-
ne wynosi wi c

( ) ( ) .
242

22

0 rGQ
tg

rGQ
R
rJJMMM

r

s
std ++

ω











++





+=+=

Uwaga. Pokazany na rysunku 3.5.3a M's jest przeciwny do Mst (oporów), gdy  jest
on cz ci  momentu nap dowego s u cego do pokonania tylko oporów statycznych.

Ad 2)
Moment oporów na wale silnika (rys. 3.5.3b) jest równy M = J εs + Sr.
Warto  si y S  w linie mo na obliczy , uk adaj c równanie dynamiczne ruchu dla ko-

a linowego i podnoszonego ci aru lub korzystaj c z zasady d’Alamberta, z równania

( ) ( ) ,,020 02 SSJRBBGQRSM
n

i
Ai =′=ε−+++−⋅′→=∑

=

gdzie: B  = m a, B2 = m2a oraz ., 2 g
Gmg

Qm ==
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Rys. 3.5.3b

Uwzgl dniaj c zale no ci kinematyczne: a = εR, ε ⋅ 2R = εs r,

otrzymuje si : .
2

,
2

ra
R
r

ss ε=ε=ε

Podstawiaj c obliczon  warto  si y S  do wzoru na moment M, otrzymuje si

( ) ( ) .
242

22

0 rGQ
tg

rGQ
R
rJJM

r

s ++ω











++





+=

ZADANIE 3.5.4

T ok cylindra pneumatycznego (rys. 3.5.4) o masie m  jest nap dzany sta ym ci -
nieniem tak, e t ok porusza si  ruchem jednostajnie przyspieszonym, osi gaj c naj-
wi ksz  warto  pr dko ci pv  w po owie d ugo ci skoku h. Znaj c warto  pr dko-
ci ,pv  skok t oka, masy m2, m3, moment bezw adno ci J0 podwójnego kr ka, jego

promienie R i r, rednic  t oka D i t oczyska d, wspó czynnik tarcia µ, obliczy  moc
nap du oraz ci nienie robocze w cylindrze, je eli sprawno  uk adu wynosi η.

Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych

S–'
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Rys. 3.5.4

Rozwi zanie
Element roboczy (t ok) nap du wykonuje ruch post powy i moc nap du obliczy

w tym przypadku mo na z zale no ci

Nu = Pu ⋅ vu [W],

a uwzgl dniaj c straty mocy potrzebnej do pokonania oporów ruchu z zale no ci

],W[η
⋅

=η= uuu vPNN

gdzie:
Pu – si a u yteczna dzia aj ca na element roboczy – t ok, w N,
vu – pr dko  tego elementu, w m/s,
η – wspó czynnik sprawno ci.

Si  dzia aj c  na t ok obliczono dwiema metodami:
) energetyczn ,

2) redukcji si  i momentów si .

Ad )
Si a Pu sk ada si  z si y równowa cej opory dynamiczne i si y równowa cej

opory statyczne uk adu

Pu = Pq + Pst.
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Opory statyczne wynikaj  w tym przypadku z dzia ania si y ci ko ci gm3  i si y
tarcia o warto ci T = µN2 = µm2g (rys. 3.5.4a). Moment statyczny od tych si  na kole
linowym jest równy M = (T – m3g) r = (µm2 – m3)gr i musi by  zrównowa ony momen-
tem od si y S w linie zwi zanej z t oczyskiem

Mt = S ⋅ R.

Porównuj c M = Mt , otrzymuje si  ( ) .32 R
rgmmS −µ=

Rys. 3.5.4a

Obliczona warto  si y S  równa jest sile statycznej Pst = S dzia aj cej na t ok.
Si  oporów dynamicznych oblicza si , przyjmuj c model obliczeniowy uk adu

rzeczywistego jak na rysunku 3.5.4b.

Rys. 3.5.4b

Model obliczeniowy odpowiada w tym przypadku ruchowi post powemu, gdy
elementem nap dowym jest cz on wykonuj cy ruch post powy (t ok).

Znaj c mas  mzr i przyspieszenie ,a  si  qP  obliczy  mo na z zale no ci

Pq = mzra.

Poniewa  t ok porusza si  ruchem jednostajnie przyspieszonym, wi c jego prze-
mieszczenie i pr dko  opisuj  zale no ci:

.,
2

2 atvats ==

Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych
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Z warunków zadania wynika, e v = vp dla hs
2

=  i przyspieszenie t oka jest równe

.
2

h
v

a p=

Masa mzr (masa zredukowana) uwzgl dnia masy wszystkich elementów maso-
wych uk adu rzeczywistego i oblicza si  j , porównuj c energie kinetyczne uk adu rze-
czywistego – Eu i modelu – Em. Energia uk adu rzeczywistego jest równa

.
2222

2
0

2
33

2
22

2 ω+++= JvmvmvmEu

Podstawiaj c: ,, 32 R
rvrvv

R
v =ω===ω  otrzymano

( ) .
2

2
2
0

2

32 v
R
J

R
rmmmEu












+





++=

Energia kinetyczna modelu wynosi 2
2

vmE zrm =  i po porównaniu Eu = Em otrzy-
mano

( ) .2
0

2

32 R
J

R
rmmmmzr +





++=

Suma sk adowych si  dynamicznych i statycznych jest wi c równa

( ) ( ) .32

2

2
0

2

32 R
rgmm

h
v

R
J

R
rmmmP p

u −µ+











+





++=

Moc nap du odpowiadaj ca najwi kszej pr dko ci t oka pv  ma wi c posta

( ) ( )
.

32

2

2
0

2

32

p

p

puuu v
R
rgmm

h
v

R
J

R
rmmm

vPvPN η

−µ+











+





++

=η
⋅

=η
⋅=

Ci nienie robocze w cylindrze oblicza si  ze wzoru

,
A
Pp u=

gdzie )(
4

22 dDA −π=  jest czynn  powierzchni  t oka.

St d

( ) ( )
.

)(
4

22

32

2

2
0

2

32

dD

R
rgmm

h
v

R
J

R
rmmm

p

p

−π

−µ+











+





++

=
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Ad 2)

Na rysunku 3.5.4c pokazano rozk ad si  dzia aj cych na uk ad rzeczywisty
z uwzgl dnieniem si  bezw adno ci, przy czym przedstawiono jedynie si y istotne dla
obliczenia si y u ytecznej .uP

Rys. 3.5.4c

Uk adaj c odpowiednie równania dla t oka i ko a linowego, otrzymuje si :

Pu – B  – Szr = 0,

Szr ⋅ R – J0ε – (T + B2) r + (m3g – B3) r = 0,

gdzie:

.
,
,

,

22

333

222

gmNT
amB
amB
amB

µ=µ=
=
=
=

Podstawiaj c 
R
raraa

R
a

32, =⋅ε===ε  i obliczone jak w przypadku ) przy-

spieszenie 
h

v
a p=  oraz ruguj c si  Szr, otrzymano

( ) ( ) .32

2

2
0

2

32 R
rgmm

h
v

R
J

R
rmmmP p

u −µ+











+





++=

Post puj c analogicznie jak w metodzie energetycznej, oblicza si  moc nap du
i ci nienie robocze w cylindrze.

Dobór mocy nap du w wybranych uk adach mechanicznych
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3.6. Elementy mechaniki analitycznej
– zasada prac przygotowanych

ZADANIE 3.6.

Mechanizm podajnika kierunkowego jest nap dzany korb  O A, do której przy o-
ona jest para si  o momencie M. Maj c dane:

O A = r = 0,4 m, a = l,38 m, O2B = b = 2 m, BC = l = ,4  m, R = O3C = 0,8 m,
CD = d = 0,2 m, M = 9300 Nm, wyznaczy  warto  obwodowej si y 0P  na ramie-
niu podajnika, z jak  naciska on na transportowany przedmiot w po o eniu jak na ry-
sunku 3.6. .

Rys. 3.6.

Rozwi zanie
Si y zewn trzne czynne dzia aj ce na uk ad d wigni podajnika sk adaj  si  z pary

si  o momencie M i si y 0PP −=  b d cej oddzia ywaniem transportowanego przedmio-
tu na d wigni  podaj c . Z zasady prac przygotowanych otrzymuje si  równanie

.00 =δ⋅−δϕ⋅→=δ pPML

Przemieszczenia przygotowane s  proporcjonalne do odpowiednich pr dko ci
mo liwych, tzn.

,, Dp kvk =δω=δϕ

st d

.
Dp v
ω=

δ
δϕ

δδδδδ–p

ωωωωω

δϕδϕδϕδϕδϕ

v–D
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Aby wyznaczy  zale no  pomi dzy δϕ i δp, nale y znale  zwi zek pomi -
dzy ω i vD.

Rozk ad pr dko ci odpowiednich punktów mechanizmu pokazano na rysunku 3.6. a.

Rys. 3.6. a

Z zale no ci kinematycznych wynika, e:

vA = ω ⋅ O A = ω ⋅ r,     vu = vAsin α = ω ⋅ r sinα,

.sin
22

2

22
α⋅ω==→=

AO
br

AO
BOvv

BO
v

AO
v

uB
Bu

Poniewa  d wignia BC porusza si  ruchem p askim, wi c rzuty v–B i v–C na kieru-
nek BC s  jednakowe:

vBcos(β  – α) = vCcos [90o – (β + γ)]
i

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) .sin

sin
cos

,sin
sin

cos
sin

cos

23

3

33

2

α
γ+β
α−β⋅

⋅
+ω=+==→=

α
γ+β
α−β⋅ω=

γ+β
α−β=

AOR
dRrb

R
dRv

CO
DOvv

CO
v

DO
v

AO
brvv

CCD
CD

BC

Z zale no ci geometrycznych otrzymuje si :

.90,sin,
4

2sin

,
4

2sinsin,
4

2sin

o3
22

22
2

222

β−=β==γ
+

===β

+
=α=α=

+
==α

R
r

R
kO

ral

rb
l

BB
BC
BB

ra

rbbBOBB
ra

r
AO

AA

Podstawiaj c dane liczbowe, otrzymuje si :

α = γ = 30o,    β = β  = 45o,    vD = 0,3 ω,

Elementy mechaniki analitycznej – zasada prac przygotowanych

O2

O1

A1 B1

A

B

α

α

β

β1

βD
C

O3

γ

ω

VW VB

VD

VC

Vu

VA
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a z zasady prac przygotowanych zale no ci:

00 =−ω→=−
δ
δϕ P

v
MPM

Dp
i

.0
3,0

=−
ω

ω PM

Szukana warto  si y P0 równa jest wi c: N.00030
3,0

9300
3,00 ==== MPP

ZADANIE 3.6.2

Dana jest belka przegubowa AE (rys. 3.6.2). Znaj c d ugo  a, b, c, d, e, a tak e
si y ,i 2PP  obliczy  reakcje podpór.

Rys. 3.6.2

Rozwi zanie
Odrzucaj c my lowo podpor  B, dopuszcza si  przemieszczenie belki AE, jak na

rysunku 3.6.2a. Traktuj c przemieszczenia δp, δB, δC i δq jako przesuni cia przygoto-
wane, z zasady prac przygotowanych otrzymuje si  równanie

,00 2 =δ−δ−δ→=δ qBBp PRPL

przy czym

( ) ( ) .

,

pq
p

q

p

C

q

C

pB
p

B

ea
dcb

ea
dcb

a
dc

b
e

a
c

a
c

δ+=δ→+=
δ
δ

→













+=
δ
δ

=
δ
δ

δ=δ→=
δ
δ
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Rys. 3.6.2a

Uwzgl dniaj c obliczone przesuni cia w równaniu uzyskanym z zasady prac przy-
gotowanych, obliczono warto  reakcji

.)(
2 c

a
ea

dcbPPRB 



 +−=

Post puj c analogicznie, tzn. kolejno odrzucaj c my lowo podpory A i D, otrzy-
muje si  uk ady obliczeniowe pokazane na rysunkach 3.6.2b i 3.6.2c.

Rys. 3.6.2b

Rys. 3.6.2c

Elementy mechaniki analitycznej – zasada prac przygotowanych

δδδδδ
–

P δδδδδ–B δδδδδ
–

C

δδδδδ–q

δδδδδ–qδδδδδ
–

D

δδδδδ–qδδδδδ–P

δδδδδ–C

E

E

E

P–1

R–A
R–B

P–2

R–D

δδδδδA
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Uk adaj c odpowiednie równania z zasady prac przygotowanych oraz zale no ci
geometryczne, otrzymano:

.,,0

,,0

2

2

ce
db

c
acRPP

e
beRP

A

p

A

p
AAAp

D

q
DDq

=
δ
δ−=

δ
δ

=δ−δ+δ

+=
δ
δ

=δ−δ

Rozwi zuj c powy szy uk ad równa  otrzymuje si  warto ci reakcji:

., 22 




 +=+





 −= e

bPRce
bdPc

aPR DA

W punkcie A prosta dzia ania si y reakcji AR  jest prostopad a do osi belki AE (nie
ma sk adowej poziomej), gdy  uk ad dzia aj cych si  jest uk adem si  równoleg ych.

ZADANIE 3.6.3
Na rysunku 3.6.3 pokazano schemat hamulca szcz kowego maszyny rotacyj-

nej. Obliczy  warto  si y P  potrzebnej do zahamowania uk adu. Dane: obroty roto-
ra n = 600 obr/min, wspó czynnik tarcia szcz k o b ben hamulcowy µ = 0,2, pro-
mie  b bna r = 0,2 m, e = 0,2 m, f = 0,8 m, AB = a = 0,6 m, O B = b = 0,2 m,
α = 60o, β = 45o, γ = 75o, moment bezw adno ci rotora wraz z b bnem hamulcowym
J = 900 kgm2, czas hamowania th = 40 s.

Rys. 3.6.3

Rozwi zanie
Hamowanie maszyny rotacyjnej zachodzi pod wp ywem dzia ania na b ben ha-

mulcowy si  tarcia powstaj cych w wyniku docisku szcz k do b bna. Dla wyznacze-
nia odpowiednich si  tarcia koniecznych do zatrzymania uk adu w czasie th skorzystano
z dynamicznego równania ruchu b bna wraz z rotorem po przy o eniu do uk adu si ,
jak na rysunku 3.6.3a.

Równanie dynamiczne ruchu ma posta

J ⋅ ε = M

gdzie M = 2Tr.

ωωωωω

ααααα
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Zak adaj c, e hamowanie odbywa si  ruchem jednostajnie opó nionym, opó nie-
nie ε wyznacza si  z zale no ci .

30
gdzie, n

th

π=ωω=ε
Zatem

].N[450
405.060

900600
6022

000 π=
⋅⋅

⋅⋅π=
π

=
ω⋅

=
ε⋅

=
hh rt

nJ
rt

J
r

JT

Si y tarcia o tej warto ci uzyskuje si  wywieraj c docisk

].N[2250
2,0

450 π=π=
µ

= TN

Do obliczenia warto ci si y P  koniecznej do wywarcia obliczonego docisku sko-
rzystano z zasady prac przygotowanych zastosowanej dla uk adu si  dzia aj cych na
d wigni  uk adu hamulcowego (rys. 3.6.3a).

Rys. 3.6.3a

Zasada prac przygotowanych ma posta

( ) .0290coslub

,020

o =δ−−γ+βδ⋅

δ′=δ=δ⋅+δ⋅→δ→=δ

NA

NNNA

NP

NPLL

Uwzgl dniaj c zale no  proporcjonaln  pomi dzy przesuni ciami przygotowa-
nymi a pr dko ciami mo liwymi, otrzymuje si

,
N

A

N

A
v
v=

δ
δ

gdzie: NA vv i  s  pr dko ciami punktów przy o enia si  .i NP

Elementy mechaniki analitycznej – zasada prac przygotowanych

γγγγγ

βββββ
A

δδδδδ–N

δδδδδ–'N
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Rys. 3.6.3b Rys. 3.6.3c

Z zale no ci kinematycznych otrzymuje si  (rys. 3.6.3b i 3.6.3c):

e
v

fe
v NC =
+

(wzgl dem osi obrotu O2),

DH
CH

v
v

D

C = (wzgl dem chwilowego rodka obrotu H d wigni CD),

BK
DK

v
v

B

D = (wzgl dem chwilowego rodka obrotu K d wigni DB oraz bior c
pod uwag , e punkt D porusza si  poziomo),

BO
v

AO
v BA = (wzgl dem osi obrotu d wigni O A).

Uwzgl dniaj c, e βα= sin,cos
BK
DK

DH
CH  z powy szych zale no ci otrzymano:

,
cossin

)()(

,
cossin

)()(

αβ
++δ=δ

αβ
++=

be
feba

be
feba

v
v

NA

N

A

i z zasady prac przygotowanych

.
)(sin)()(

coscos2
γ+β++

βα=
feba

ebNP

Po podstawieniu danych liczbowych obliczono warto  si y P  potrzebnej do za-
hamowania uk adu w danym czasie P = 293 N.

ZADANIE 3.6.4
Wyznaczy  k t α w po o eniu równowagi pr ta AB umieszczonego we wn ce

w kszta cie pó okr gu o promieniu r (rys. 3.6.4). Pr t obci ony jest mas  skupion
o ci arze G w rodku jego d ugo ci l. Podpory pr ta w punktach A i C nale y trakto-
wa  jako g adkie – beztarciowe.

Rozwi zanie
Mo liwy ruch pr ta jest ruchem p askim i w zwi zku z tym rozk ad pr dko ci

mo liwych i przesuni  przygotowanych jest taki jak na rysunku 3.6.4a.

O2

α α

α

D

C

VCVN

H
e

f

O1

β

VA

VB

VD
D B

A

K
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Rys. 3.6.4

Z zasady prac przygotowanych otrzymuje si  równanie wektorowe:

,00 =δ⋅+δ⋅+δ⋅→=δ yCCAA GRRL

gdzie yδ  jest przesuni ciem przygotowanym o kierunku si y G  (kierunek osi y na
rysunku 3.6.4a), sk adowym przemieszczeniem przesuni cia kδ .

Rys. 3.6.4a

Si y CA RR i  nie wykonuj  pracy na przesuni ciach ,i CA δδ  poniewa  s  one
prostopad e do przesuni . Otrzymuje si  wi c równanie skalarne G ⋅ δy = 0. Poniewa
G ≠ 0, wobec tego 0=δ y  i uzale niaj c przesuni cie yδ  od wymiarów geometrycz-
nych uk adu wyznaczy  mo na szukany k t α w po o eniu równowagi.

Pr dko  punktu K przy o enia si y G  jest równa

.KCCK vvv +=

O1

α

α

RC

RA
G

δA

δk

δX

δy δC

y

x O

H

B

C

K

A

Elementy mechaniki analitycznej – zasada prac przygotowanych
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Rzutuj c to równanie na o  y, otrzymuje si

,cossin α+α−= KCCKy vvv
gdzie:

vKC = ωAB ⋅ KC (ωAB – pr dko  k towa pr ta AB),

  vC = ωAB ⋅ CH (H – chwilowy rodek obrotu pr ta AB).

Uwzgl dniaj c, e CH = AC tg α = 2r cosαtgα, ,
2

lACKC −=  otrzymuje si

.sin2cos
2

cos2 2








α−α





 −αω= rllrV ABky

Poniewa  δy = k ⋅ vky i δα = k ⋅ ωAB , wi c

.0sin2cos
2

cos2 2 =







α−α





 −αδα=δ rllry

Przyjmuj c δα ≠ 0, otrzymuje si

,0sin2cos
2

cos2 2 =α−α




 −α rllr

sk d

.
8

3225,05,0
cos

22

r
rl

arc
+±

=α

3.7. Podstawy teorii zderze

ZADANIE 3.7.

Kulka wykonana z twardego drewna spada z wysoko ci h =  m na pochy  p yt
o k cie α = 30o (rys. 3.7. ). Wyznaczy  k t padania kulki dla drugiego odbicia, je eli
wspó czynnik restytucji wynosi R = 0,5. Przyspieszenie ziemskie przyj  jako g = 0 m/s2.

Rys. 3.7.
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Rozwi zanie
K t padania γ (rys. 3.7. a) mo na wyznaczy , obliczaj c pr dko  padania Bv

drugiego odbicia w punkcie B. Pr dko  Bv  wyznacza si , korzystaj c z równa  ruchu
punktu o masie m pomi dzy pierwszym a drugim odbiciem, przy czym pr dko ci  po-
cz tkow  w tym ruchu jest pr dko  Au  po pierwszym odbiciu (rys. 3.7. a). Pr dko
po zderzeniu w punkcie A obliczono z zale no ci ,22

τ+= AAnA uuu  gdzie u–An i u–Aτ s
rzutami pr dko ci Au  na kierunek normalny i styczny (rys. 3.7. a).

Rys. 3.7. a

Zgodnie z teori  zderzenia, sk adowe styczne pr dko ci przed i po odbiciu s  sobie
równe. Oznaczaj c pr dko  przed odbiciem przez ,Av  otrzymuje si

uAτ = vAτ = vAsin α.

Pr dko  normalna po odbiciu zale y od rodzaju zderzenia, tj. od tego czy zderze-
nie jest czysto plastyczne (R = 0), plastyczno-spr yste (0 < R < ), czy czysto spr yste
(R = ). W przypadku zderzenia plastyczno-spr ystego kulki o masie m z nieruchom
powierzchni , pr dko  po odbiciu oblicza si  z zale no ci

uAn = upn + R (upn – vAn),

gdzie u–pn jest rzutem na normaln  n wspólnej pr dko ci obu zderzaj cych si  mas po
pierwszej fazie zderzenia (obie masy, odkszta caj c si  plastycznie, poruszaj  si
wspólnie do momentu roz czenia si ), v–An jest sk adow  normaln  pr dko ci Av  przed
zderzeniem.

W rozpatrywanym przypadku upn = 0 (p yta, o któr  uderza kulka, jest nierucho-
ma), vAn = –vAcos α, uAn = –RvAn = RvAcos α.

Pr dko  przed zderzeniem w punkcie A obliczy  mo na z zale no ci dla spadku
swobodnego, tj. .2ghvA =

Podstawy teorii zderze

αααααααααα

ααααα
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Pr dko  po zderzeniu w punkcie A jest równa

,cossincossin 2222222 α+α=α+α= RvvRvu AAAA

a po podstawieniu danych liczbowych uA = 2,95 m/s.
K t β odbicia wyznaczono z zale no ci:

.549,tg
cos

sintg o ′=βα=
α

α==β τ
RRv

v
u
u

A

A

An

A

Dynamiczne równania ruchu kulki o masie m pomi dzy pierwszym a drugim odbi-
ciem maj  posta  (rys. 3.7. b):

.

,0

mgym

xm

−=

=

Rys. 3.7. b

Przyjmuj c warunki pocz tkowe ruchu:

( ) ( ),cos,sin,0,0,0 β+α=β+α==== AA uyuxyxt

oraz ca kuj c równania dynamiczne, otrzymuje si  po podstawieniu danych liczbowych:

.56,05,9,2

,56,00,9,2
2 ttytx

tyx

+==

+−==

Ruguj c z ostatnich równa  czas t, otrzymuje si  równanie toru

y = –0,594x2 + 0, 93x.

Równanie prostej przechodz cej przez punkty A i B ma posta

y = – (tg α)x,     tj.    y = –0,577x.
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Porównuj c powy sze równanie z równaniem toru, otrzymuje si  wspó rz dne
x-owe punktów A i B; xA = 0, xB = ,29 m, a nast pnie podstawiaj c obliczon  wspó -
rz dn  xB do równania x = 2,9t, obliczono czas lotu kulki od punktu A do B; tB = 0,444 s.

Wyznaczaj c dla obliczonego czasu tB warto ci ,i yx  otrzymuje si  pr dko
upadku kulki w punkcie B:

( ) ( )

( ) ( ) .053,,599,0
84,4
9,2,cos

,m/s94,488,39,2

,m/s88,3,m/s9,2

o

2222

′====

=−+=+=

−==

B
B

B

BBb

BB

vx
v
xvx

yxv

yx

Korzystaj c z rysunku 3.7. b wyznaczono k t γ padania dla drugiego odbicia:

γ = 80o – (60o + 53o 0' ) = 66o50' .

Wyznaczaj c w punkcie B k t odbicia oraz pr dko  po zderzeniu, mo na, post pu-
j c analogicznie, wyznaczy  k t padania i pr dko  padania dla trzeciego zderzenia itd.

ZADANIE 3.7.2

Dwie kule A i B z ko ci s oniowej o promieniach r = 6 cm znajduj  si  w odleg o-
ci AB = l = 0 cm (rys. 3.7.2). Pod jakim k tem β nale y nada  kuli A minimaln

pr dko  pocz tkow  ,0v  tak aby uderzy a ona o kul  B i spowodowa a przetoczenie
si  kuli B do otworu C le cego w odleg o ci BC = 32 cm. Wspó czynnik restytucji
R = 0,89, przyspieszenie ziemskie g ≅ 0 m/s2, masy kul mA = mB = m = 0,2 kg, si a

oporu toczenia dzia aj ca na ka d  z kul równa jest 
40

 jej si y ci ko ci.

Rys. 3.7.2

Podstawy teorii zderze
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Rozwi zanie
Minimaln  pr dko  0u  kuli B w punkcie B, konieczn  do przebycia drogi BC, tak

aby kula ta wpad a do otworu C z teoretyczn  zerow  pr dko ci , wyznaczono pisz c
dynamiczne równania ruchu kuli B (rys. 3.7.2a)

,
40

mg
dt
dum =

gdzie u jest pr dko ci  kuli o masie m.

Rys. 3.7.2a

Warunki pocz tkowe ruchu maj  posta : t = 0, u = u0, x = 0.
Ca kuj c równania dynamiczne i korzystaj c z warunków pocz tkowych otrzymu-

je si :

u = –0,25t + u0,

x = –0, 25t2 + u0t.

Zak adaj c zerow  pr dko  w punkcie C, odpowiadaj c  przebytej drodze
s = BC = 0,32 m, z powy szych równa  otrzymuje si  pr dko  kuli B w punkcie B
u0 = 0,4 m/s.

Pr dko  kuli A przed zderzeniem, potrzebn  do nadania kuli B pr dko ci 0u  po
zderzeniu, obliczy  mo na na podstawie teorii zderzenia rodkowego. Impuls si y zde-
rzenia musi mie  kierunek pokrywaj cy si  z odcinkiem BC. Oznacza to, e rodki mas
obu kul w czasie zderzenia musz  le e  na tym kierunku. Na rysunku 3.7.2a przyj to
o  x pokrywaj c  si  z tym kierunkiem (o  normalna w punkcie styku kul). Pr dko
kuli B po zderzeniu oblicza si  z zale no ci

( ) ( )
,0

BA

AxABxAB
Bx mm

vmRvRmmuu
+

+++
==

δδδδδ
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gdzie:
vAx = vA cos γ = vA cos (β + 30o) jest sk adow  normaln  pr dko ci kuli A przed zde-

rzeniem,
vBx = 0, poniewa  przed zderzeniem kula A by a w spoczynku.

K t β obliczy  mo na z zale no ci (rys. 3.7.2a):

).30(80,sin
2

sin o+β−=δδ=β
ABr

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:

β = 7o,    vAx = 0,682vA    oraz    u0 = 0,644vA,    sk d    vA = 0,62 m/s.

Zatem kula A musi mie  przed zderzeniem pr dko  o warto ci vA = 0,62 m/s,
któr  uzyska  mo na, nadaj c odpowiedni  pr dko  0v  w punkcie A.

Pr dko  0v  obliczy  mo na, wykorzystuj c dynamiczne równanie ruchu kuli A
na przemieszczeniu od A do A'

.
40

mg
dt
dvm =

Przyjmuj c warunki pocz tkowe ruchu: t = 0, v = v0, s = 0, po sca kowaniu otrzy-
muje si :

v = –0,25t + v0,    s = –0, 25t2 + v0t.

Podstawiaj c do powy szych równa  v = vA oraz 
β

=′=
sin

30sin2
o

rAAs  (drog

s = AA' obliczono z twierdzenia sinusów), obliczono minimaln  pr dko  v0 = 0,72 m/s,
tak  aby kula B wpad a do otworu C z zerow  pr dko ci .

Poniewa  kule s  g adkie, wi c impulsy zderzenia na kierunku stycznym w punk-
cie zderzenia pomini to.

ZADANIE 3.7.3

Na ko cu technologicznej linii zgrzewania rur (rys. 3.7.3) zamontowany jest wa-
had owy zderzak s u cy do wyhamowywania rur. Przyjmuj c zderzenie rury z waha-
d em jako spr ysto-plastyczne o wspó czynniku restytucji R = 0,8, wyznaczy  mas
wahad a m2, tak aby rura o masie m  = 20 kg (tzn. o d ugo ci 5 m przy 4 kg/m) ulega a
wyhamowaniu przy jej pr dko ci transportowania v  = 2 m/s. Wyliczy  k t wychylenia
wahad a po zderzeniu, je eli jego ci gna maj  d ugo  l =  m.

Podstawy teorii zderze
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Rys. 3.7.3

Rozwi zanie
Mas  wahad a m2 dobra  mo na na podstawie wzorów na pr dko ci mas po zde-

rzeniu prostym centralnym. Masa m2 jest wprawdzie nieswobodna, ale w krótkotrwa-
ym zderzeniu, si y w ci gnach s  prawie prostopad e do kierunku jej ruchu. Przy nie-

wielkim odchyleniu lin wp yw tych si  mo na pomin , zw aszcza w porównaniu do si
zderzenia. Ruch zderzaka w czasie zderzenia mo na traktowa  wobec powy szego
jako ruch post powy prostoliniowy, a zderzak jako punkt materialny. Zatem pr dko
masy m  po zderzeniu zapisa  mo na

( ) ( )
.

2

222
mm

vmRvRmmu
+

++−=

Przed zderzeniem masa m2 by a w spoczynku, wi c v2 = 0, natomiast z faktu wyha-
mowania masy m  wynika, e jej pr dko  po zderzeniu u  = 0.

St d

( )
.i0 2

2

2
R
mm

mm
vRmmu ==

+
−=

Po podstawieniu danych liczbowych obliczono mas  zderzaka m2 = 25 kg. Pr d-
ko  zderzaka po zderzeniu wyznaczono ze wzoru

( ) ( )
.

2

2
2 mm

vmRvRmmu
+

++−=

Podstawiaj c v2 = 0, obliczon  mas  m2 = 25 kg oraz pozosta e dane liczbowe,
otrzymano u2 = ,6 m/s.

Pomijaj c opory ruchu zderzaka wahad owego, k t wychylenia wahad a po zde-
rzeniu obliczono z zasady zachowania energii mechanicznej, tj. EI + VI = EII + VII.
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Po o enie I jest po o eniem zderzaka w momencie rozpocz cia ruchu z pr dko ci  u2
(w tym po o eniu przyj to poziom energii potencjalnej równej zero), a po o enie II jest
ko cowym po o eniem wahad a po jego zatrzymaniu si .

Tak wi c:

( )ϕ−==== cos,0,0,
2 2IIIII

2
22I glmVEVumE

i

( ),cos
2

2
22 ϕ−= mglum

sk d

.
2

cos
2
2
gl

u−=ϕ

Po uwzgl dnieniu danych liczbowych otrzymano ϕ = 29o 8'.
Przyj cie przez wahad o ponownego uderzenia w cyklu technologicznym wi e

si  z ustawieniem zderzaka w pierwotnym po o eniu. Po o enie takie zapewni  mo na
przez odpowiednie rozwi zanie konstrukcyjne urz dzenia.

ZADANIE 3.7.4

Wahad owy m ot do wbijania poziomych pali sk ada si  z trzonka o d ugo ci l = ,68 m
oraz cylindrycznego bijaka o rednicy D i d ugo ci c (rys. 3.7.4). Trzonek wykonany jest
z pr ta stalowego o rednicy d = 3 cm i masie jednostki d ugo ci m0 = 5,5 kg/m. Dobra
wymiary bijaka tak, aby w osi obrotu O nie powstawa y reakcje impulsowe.

Rys. 3.7.4

Podstawy teorii zderze
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Rozwi zanie
W osi obrotu O nie powstan  reakcje impulsowe, je eli kierunek si y impulsowej

w procesie zderzenia pokrywa  si  b dzie z prost  przechodz c  przez tzw. rodek ude-
rzenia. Odleg o  rodka uderzenia od osi obrotu zale y od rozk adu masy elementów
m ota i od jej wielko ci. Odleg o  t  obliczy  mo na na podstawie wzoru

,
s

z
d xm

Jx
⋅

=

gdzie:
Jz – moment bezw adno ci m ota wzgl dem osi obrotu m ota,
m – masa m ota,
xs – odleg o  rodka masy m ota od osi obrotu (rys. 3.7.4a).

Rys. 3.7.4a

Obliczenia przeprowadzono tak, aby o  bijaka (cylindra) by a osi  rodka uderze .
Wspó rz dn  xs rodka masy obliczy  mo na na podstawie wzoru:

,, 2
2

22 mmm
mm

xmxmxs =+
+
+=

gdzie:

,
2

lx =

dxx =2  (wobec za o enia odno nie osi rodka uderze ),

m , m2 – masy odpowiednio trzonka i bijaka.

x
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Podstawiaj c xs do wzoru xd, otrzymano

.
22xmxm

Jx z
d +

=

Uwzgl dniaj c, e:

,
44

,,
2

,
2

22

202 g
cDcDmlmmDlxxlx d

γ⋅π=ρ⋅π==+===

,
24

3
233

2

2
22

2
3

0
2
22

2
2 





 ++





 ++=++=+= DlmcDmlmxMJlmJJJ zz

otrzymano po przekszta ceniach równanie

.0
233224 0

2432 =




 +−πγ+πγ mDllcD

g
cD

g

Z równania dla danego materia u m ota dobra  mo na parametry geometryczne
m ota.

Podstawiaj c dane liczbowe oraz przyjmuj c rednic  bijaka D = 0,36 m, otrzyma-
no równanie

3,3c3 + ,29c – ,48 = 0,

z którego wyznaczono d ugo  bijaka c = 0,9  m, tak  aby o  bijaka pokrywa a si
z osi  przechodz c  przez rodek uderzenia i aby w o ysku m ota nie powstawa y
podczas uderze  reakcje dynamiczne.

Podstawy teorii zderze
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