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Przedmowa

Skrypt Zbior zadan z mechaniki. Metodyka rozwiqzan sktada si¢ z trzech czgsci:
statyki, kinematyki i dynamiki. Zawarty w nim material jest uzupetieniem skryptu [3]
oraz zbiorow zadan [7, 8] i przeznaczony jest dla studentéw wydzialdow mechanicznych
wyzszych uczelni technicznych. Ze skryptu moga rowniez korzysta¢ studenci innych
wydzialow.

W skrypcie rozwigzano 127 zadan z uwzglednieniem metodyki postegpowania.
Uktad skryptu wynika z zalozonego przez autoréw celu, tzn. pokazania réznych metod
rozwigzywania tego samego problemu.

Autorzy beda wdzieczni za uwagi krytyczne dotyczace zakresu i sposobu przedsta-
wienia problemow zawartych w skrypcie.

Autorzy






Wstep

Mechanika jest dzialem fizyki zajmujacym si¢ prostsza forma ruchu materii, tj. prze-
mieszczeniami jednych ciat lub ich czastek wzgledem drugich oraz przyczynami po-
wstawania tych zjawisk.

Mechanika og6lna nazywamy wszystkie te dziaty mechaniki, w ktérych majg za-
stosowanie prawa Newtona, a w wezszym znaczeniu zbior zagadnien z mechaniki ciat
sztywnych i ich punktowych modeli (punktéw materialnych) przystosowanych do po-
trzeb techniki.

Punktem materialnym nazywamy punkt geometryczny, ktéory ma pewna skon-
czona mase.

Ciatem sztywnym nazywamy takie cialo materialne, w ktérym wzajemne odle-
glodci czastek nie ulegajg zmianie. Jest to cialo nieodksztatcalne. W rzeczywisto$ci
wszystkie ciala s odksztatcalne, jezeli jednak odksztalcenia sa male, mozna je przy
badaniu wtasciwosci ruchowych ciata pomina¢ i traktowaé takie ciato jak sztywne.
Sztywne cialo materialne nazywamy bryla. Przez stan ruchowy bryly rozumiemy ruch,
tj. zmiang potozenia jednej bryty wzgledem innych bryt, lub spoczynek.

Zmiana stanu ruchowego bryty, czyli przejscie ze spoczynku w ruch lub z ruchu
w spoczynek, oraz zmiana sposobu poruszania si¢ bryly moga nastapi¢ przez oddziaty-
wanie na bryl¢ innymi brytami.

Tego rodzaju oddzialywanie jednej bryly na druga nazywamy sita; na przyktad cig-
zar ciala jest sila, z jaka na to ciato oddzialywuje kula ziemska. Sitg jest rowniez od-
dziatywanie magnesu na kawatek stali lub przewodnik, w ktérym plynie prad.

Przy oddziatywaniu wzajemnym wigcej niz dwoch bryl bedziemy rozpatrywali
uktad sil.

Przeksztalcaniem oraz rownowaga uktadow sit zajmuje si¢ dzial mechaniki zwany
statykq. Drugim dzialem mechaniki jest kinematyka.

Kinematyka zajmuje si¢ badaniem ruchu cial niezaleznie od przyczyn, ktore go
wywoluja. Przy ruchu cial wzgledem siebie odlegtos$ci migdzy punktami tych ciat zmie-
niajg si¢. Zmiany te okresla si¢ w stosunku do pewnego uktadu odniesienia (uktadu
wspohrzednych), ktéry podczas badania ruchu zastepuje jedno z ciat. Jezeli wybrany
uktad wspotrzednych przyjmuje si¢ umownie za nieruchomy, to ruch pozostalych
w stosunku do tego uktadu odniesienia nazywamy ruchem bezwzglednym (absolutnym).



Kinematyka odréznia si¢ od geometrii przede wszystkim tym, ze przy rozpatrywa-
niu przemieszczen ciat (lub odpowiadajacych im geometrycznych modeli: punktu, bry-
ly), bierzemy pod uwage réwniez czas przemieszczenia. Dlatego kinematyka nazywana
jest czesto ,,geometrig czterech wymiardw”; nazwa ,,czwarty wymiar” dotyczy czasu.

W mechanice klasycznej czas uwazany jest za ten sam dla dowolnych uktadow
odniesienia, co jest wystarczajacym doktadnym przyblizeniem w stosunku do rzeczy-
wistosci wtedy, gdy predkosci rozpatrywanych ruchow sa mate w poréwnaniu z pred-
koscig swiatla.

Za jednostke czasu przyjmuje si¢ sekund¢. Chwili poczatkowej, ktora mozemy
obiera¢ dowolnie, przypisujemy warto$¢ réwng zeru, a kazdej nastgpnej liczbe ¢, ktorej
bezwzgledna warto$¢ rowna jest liczbie sekund, jakie uptynely pomig¢dzy tymi dwiema
chwilami.

Kazde ciato, ktérego ruch badamy, moze by¢ uwazane za uktad punktéw material-
nych. W kinematyce punkt materialny traktujemy jako punkt w pojeciu geometrycz-
nym, ktoremu przypisujemy pewna skonczong mase.

Jezeli odlegtosci pomigdzy punktami uktadu nie zmieniajq sig, to taki uktad punk-
tow materialnych nazywamy bryta lub ciatem sztywnym.

Ruch dowolnego uktadu punktéw wzgledem zadanego uktadu odniesienia bedzie
okreslony, jesli bedziemy zna¢ ruch kazdego punktu wzgledem tego uktadu odniesienia.

Badanie ruchu uktadu punktéw musi by¢ poprzedzone badaniem ruchu punktu.
Dlatego kinematyke dzielimy, ze wzgledéw dydaktycznych, na kinematyke punktu
1 kinematyke bryly.

Trzeci dzial mechaniki obejmuje analiz¢ ruchu pod wplywem dzialania sit i nazy-
wa si¢ dynamika.



1. Statyka

1.1. Uwagi metodyczne dotyczace rozwigzywania zadan

ze statyki

W statyce wyrdzni¢ mozna dwie zasadnicze grupy zadan:

1) zadania zwigzane ze stanem rownowagi ukladow sit,
2) zadania zwigzane z redukcjg uktadow sit.

W grupie pierwszej wyznacza si¢ sily, najczgsciej nieznane sily reakcji lub inne
wielkosci, np. parametry geometryczne. W grupie drugiej zadan poszukuje si¢ najpro-
stszych uktadow sit zastgpujacych zadane uktady sit, wykorzystujac w tym celu metody
redukcji. Zaré6wno w grupie pierwszej, jak i w grupie drugiej stosuje si¢ metody anali-
tyczne i graficzne, przy czym metody graficzne wykorzystuje si¢ najczesciej do roz-
wiazywania ptaskich uktadow pretowych typu kratownic.

Ze wzgledu na szeroki zakres zastosowan oraz doktadno$¢ obliczen powszechnie
wykorzystuje si¢ analityczne metody rozwigzywania uktadow sit.

W przypadku rozwigzywania zadan zwiazanych ze stanem rownowagi sit nalezy
kierowac si¢ nastgpujacym tokiem postgpowania:

okresli¢, czy badany uktad jest uktadem prostym (jedna bryta), czy ztozonym
(kilka bryt potaczonych ze soba);

w przypadku ukladu ztozonego nalezy myslowo rozdzieli¢ caty uktad na ukta-
dy proste (jest to metoda stosowana najcze¢sciej), pamigtajac o przytozeniu do
nich w miejscu rozdzielenia sit wzajemnego oddzialywania (dwojki zerowe);
przyltozy¢ wszystkie sity czynne;

przytozy¢ wszystkie sily reakcji w zaleznosci od rodzaju wigzéw wystepuja-
cych w badanym uktadzie;

zakwalifikowa¢ otrzymany uktad albo uktady sit do odpowiedniej grupy (pta-
ski, przestrzenny, srodkowy, rownolegty);

przyja¢ uktad odniesienia (uktad wspohrzednych) najwygodniej dla danego
przypadku, kierujac si¢ zasada otrzymania najprostszego uktadu rownan row-
nowagi;

korzystajac z odpowiedniego warunku rownowagi sit, utozy¢ rownania rowno-
wagi wszystkich sil czynnych i reakcji;
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— rozwiaza¢ rébwnania rownowagi i obliczy¢ szukane wielkosci,
— sprawdzi¢ wymiary wyznaczonych wielkosci,
— przeprowadzi¢ dyskusj¢ nad rozwigzanym zadaniem.

Szczegdtowe uwagi metodyczne podano przy rozwiazaniach poszczegdlnych zadan.

1.2. Plaski Srodkowy uklad sit

ZADANIE 1.2.1

Skrzynia o cigzarze O podnoszona jest dwiema linami CAD i BC (rys. 1.2.1). Lina
BC przyczepiona jest w punkcie B do nieruchomej $ciany, lina CAD przerzucona jest
przez krazek A4, przy czym obie liny przymocowane sg w punkcie C do ci¢zaru Q. Li-
na BC tworzy z poziomem kat 60°, natomiast cze$¢ AC liny CAD kat .. Wyznaczy¢ kat
o, przy ktorym sita S w linie CAD bedzie najmniejsza, oraz stosunek sit w linach dla
wyznaczonego kata o.

Rys. 1.2.1

Rozwiazanie

Przyt6zmy wszystkie sity dziatajace na rozwazany uktad, tzn. sity czynne (w tym
przypadku jest to sita cigzkosci O skrzyni) oraz sity reakcji (bierne) pochodzace od
wigzow. Ze wzgledu na to, ze wigzami sg liny (wigzy typu ciggien), sily reakcji dzialaja
wzdtuz wigzéw. Sily te przylozono w punkcie C, przez ktory przechodzi réwniez
sita O (rys. 1.2.1a). Sita S w czesci AC liny CAD ma te sama wartos¢ co sita S, po-
niewaz krazek 4 zmienia jedynie kierunek sity, a nie jej warto$¢. Uwolnienie od wig-
zOow polega w tym przypadku na wykonaniu myslowych przekrojow przez liny BC1 AC
i przylozeniu dwojek zerowych odpowiednio do kazdej z lin (rys. 1.2.1a).

Rozwazania sprowadzone zostaty w ten sposob do badania sit O, F,S' tworza-

cych uktad srodkowy ptaski (rys. 1.2.1b). Szukany kat o oraz stosunek sit 7 Wyzna-

czono metoda analityczna, wykorzystujac w tym celu analityczny warunek rownowagi
uktadu ptaskiego srodkowego sit.
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Q
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Vs
Rys. 1.2.1a Rys. 1.2.1b

Przyjmujac uktad odniesienia z poczatkiem na przyktad w punkcie C, otrzymuje
si¢ nastgpujace rbwnania rownowagi:

n
Y P, =0— Fcos60° — S cos =0,
i=1

B, =0— Fsin60° +S’sino.— 0 =0,

n

1

—_

przy czym S’ = S.

W celu obliczenia kata o, przy ktorym S = S,,.;., Wyznaczono z rOwnan réwnowagi

site S jako funkcj¢ . Po prostych przeksztatceniach otrzymuje sig:

s 0

\/gcosoc+sinoc

as _ Q(\/gsin o —cos oc)

Obliczajac pochodng —— 5 i przyroéwnujac ja do zera, wyzna-
do (\/gcos o+ sin o

czono o = 30°, dla ktorej to wartosci S = S

min*

Dla tej wartosci kata o z réwnan row-

nowagi wyznaczy¢ nalezy obecnie stosunek sit —. Z pierwszego rownania otrzymuje

o
¢ S _ cos60 .Dla oc=30°£=£.
F cos Qo F 3
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N N .
Dla zadanego kata pochylenia liny BC kat o oraz stosunek 7 nie zalezy od wiel-

kosci podnoszonego cigzaru Q. Od wielkosci tego cigzaru zaleza oczywiscie wartosci

sit §'iF,iw tym przypadku wynosza one: S = %Q, F= 73Q.

ZADANIE 1.2.2

Gtadki walec o promieniu » = 0,3 m i ci¢zarze Q = 1000 N opiera si¢ o gladkie
nieruchome podpory w punktach 4 i B (rys. 1.2.2). Rozstaw podpor a = 0,4 m, rdznica
wysokos$ci migdzy podporami 4 = 0,2 m. Obliczy¢ warto$¢ sit reakcji R, 1 Rg podpor.

AT

T7T777777
“

[MEEEEEREIN
E 2l
N®©
N
J
N
>

Rys. 1.2.2 Rys. 1.2.2a

Rozwiazanie
Walec bedzie oparty o podpory (nie wpadnie pomigedzy podpory), jezeli spetniony
bedzie warunek: odleglos¢ 4B <2r. W tym przypadku

AB=+vh? +a® =0,2 =0,446 m < 2r = 0,6 m.

Przy zatozeniu, ze podpory sa gladkie, reakcje R, i Ry maja kierunek prostopadly
do stycznych w punktach 4 i B i musza przechodzi¢ przez srodek O walca (rys. 1.2.2a).
Uktad sit O, R » Ry jest wiec uktadem $rodkowym plaskim. Szukane reakcje wyzna-
czy¢ mozna metoda graficzng lub analityczng. Metoda graficzna polega na wykorzysta-
niu geometrycznego warunku rownowagi uktadu srodkowego sit, tzn. sprowadza si¢
do narysowania w przyjetej skali sil zamknigtego wieloboku sit. Przyjmujac skalg sit,
np. 1 cm = n [N], rozpoczyna si¢ budowe wieloboku sit od sity O (znana jest prosta
dziatania i warto$¢) (rys. 1.2.2b).
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Y
Skala sit
1cm=,n"[N] .
CYS
A N
s %
h EN/B
a
>
Rys.1.2.2b Rys. 1.2.2¢

Do narysowanej sity O dodano wektorowo na przyktad site R, rysujac jedynie jej
kierunek przez koniec sity Q. Wiedzac, ze wielobok sil musi by¢ zamkniety, tzn. koniec
sity Rz musi znalezé siec w poczatku sity 0, przez poczatek sity O poprowadzono
kierunek sity Rjp. Kierunki sit R, i Rp, przecinaja si¢ w punkcie K. Mozna teraz zazna-
czy¢ zwroty wektorow R ;i Rp, biorac pod uwage, ze wielobok sit musi by¢ zamknigty
(zgodny obieg zwrotow wszystkich sit). Mierzac dtugosci otrzymanych sit R ;i R oraz
uwzgledniajac przyjeta skale sil, otrzymuje si¢ poszukiwane wartosci reakcji.

W celu analitycznego wyznaczenia szukanych reakcji wykorzystano analityczny
warunek rownowagi uktadu plaskiego srodkowego sil. Przyjmujac uktad odniesienia
jak na rysunku 1.2.2¢, otrzymano nastepujace rownania rownowagi sit:

Ma

2.5

. =0—> R, cosa— Rz cosB+Qsiny=0,

1l
_

Ms

Piy =0—> R sino+ Ry sinff—Qcosy=0.

1l
_

W réwnaniach tych, poza nieznanymi reakcjami R, i Ry, wystepuja rowniez nie-
znane katy o, B, 7y, ktore nalezy wyznaczy¢ dodatkowo. Trojkat OAB jest trojka-

2r
gdzie AB=+h* +a* . Z AABC obliczy¢ mozna kat vy, a mianowicie cosyzﬁ,

siny=——.
¥ AB

, . . AB . . AB
tem rownoramiennym i o0 = B oraz coso =cosf = 5 sing=sinf=,1-[— 1|,
r
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Uwzgledniajac odpowiednie funkcje katow o, 3, Y w rownaniach rownowagi i rozwia-
zujac te rbwnania, otrzymano nastgpujace wyrazenia na szukane wartosci sit reakcji:

aVh? +a? -4t —(h? +a?)
(B +a®) 4 —(h* +a?)

RAZQ]’

a\/h2 +a’ +h\/4r2 —(h2 +a2)
(% +a®) 42 —(h* +a?)

RBZQF

Zaleznos$ci powyzsze wiaza szukane reakcje z parametrami geometrycznymi ba-
danego ukladu (wymiarami) i sitami czynnymi (sita Q). Z powyzszych zwiazkow
wynika, ze reakcje beda miaty sens fizyczny, gdy 42 — (h2 + az) >0, tzn. gdy
AB < 2r (h2 +a’ = ABZ), a wigc, jesli spelniony zostanie warunek okreslony na po-
czatku rozwigzywania zadania w oparciu o analiz¢ geometrycznych wymiarow uktadu.

Przy zadanych wymiarach geometrycznych czgsto wygodnie jest postugiwaé sie
zalezno$cig pomigdzy szukanymi reakcjami a sitami czynnymi. W tym przypadku
zwiazki te maja postac:

R,=0,369 O,
Rz =10,969 Q.
Uwzgledniajac cigzar walca Q = 1000 N ostatecznie otrzymano:
R,=369 N,
Rz =969 N.

ZADANIE 1.2.3

Bryla M, o ci¢zarze O = 500 N oparta jest w punkcie C o gtadka nieruchoma pod-
por¢ M, i w punkcie 4 o gladka niewazka pionowa belk¢ AB o dlugoscia + b= 1,2 m,
przy czym a = 2b (rys. 1.2.3). Belka zamocowana jest w przegubie nieprzesuwnym B
1 utrzymywana poziomg ling KL. Obliczy¢ wartos¢ sil reakcji w punktach B i C oraz
warto$¢ sity § w linie KL.

Rozwigzanie

Uktad fizyczny znajdujacy si¢ w rownowadze sktada si¢ z dwoch bryt. Wigzami
dla tego uktadu sa: podpora nieruchoma M,, lina KL i nieprzesuwny przegub B. Reak-
cja w punkcie C dziala na kierunku prostopadtym do powierzchni bryty M,, reakcja
w punkcie K dziata na kierunku liny (ci¢ggna), natomiast w punkcie B prosta dzialania
reakcji jest nieznana ze wzgledu na to, ze jest to podpora nieprzesuwna. Nie znajac
kierunku wszystkich sit dziatajacych na uktad, nie mozna utozy¢ rdwnan rownowagi
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dla takiego uktadu. Badany uklad jest uktadem ztozonym z bryty M, i belki AB. Uktad
ztozony jest w rownowadze wowczas, gdy jego elementy sktadowe sa rowniez w réw-
nowadze. Rozwazmy wigc niezaleznie rOwnowage bryty M, i belki AB. W tym celu na-
lezy caty uktad podzieli¢ na czesci (elementy sktadowe), przyktadajac do kazdej z nich
wzajemne ich oddziatywania, tzn. do belki nalezy przylozy¢ sit¢ pochodzaca od bry-
ly M, a do bryty M, sil¢ oddzialtywania belki. Zgodnie z III prawem Newtona, sity te
tworza ,,dwdjke zerowa” 1 w tym przypadku ich kierunek jest prostopadly w punkcie 4
do powierzchni bryty M,. Na rysunku 1.2.3a pokazano sity reakcji wigzéw (z wyjat-
kiem przegubu B) oraz sity wzajemnego oddzialywania pomi¢dzy bryta M, a belka AB
rozdzielonymi linia 1-1. Prosta dziatania reakcji R p Mozna wyznaczy¢ zauwazajac, ze
na belke AB dziataja tylko trzy sily, tj. R4, S i Ry o szukanej prostej. Z twierdzenia
o trzech sitach wynika, ze taki uklad jest w rownowadze, jezeli proste dziatania sit prze-
cinaja sie w jednym punkcie. Mozna wyznaczy¢ wiec punkt M przeciecia sig sit SiR,.

M,
/
04 \
A C
A
Y AN
4
7
4
4
a / ;Mz
y
7
4
= Y
3 S 7
K., L
b

E
3:@[1

Rys. 1.2.3 Rys. 1.2.3a

Przez ten punkt musi przechodzié prosta dziatania sity Rp, a z drugiej strony musi
ona przejs¢ przez punkt B (podpora). Prowadzac przez te dwa punkty prosta, wyznacza
si¢ prosta dzialania sity EB (rys. 1.2.3b).

Majac wyznaczone kierunki wszystkich sit reakcji, nalezy je przytozy¢ odpowie-
dnio do bryly M, i belki AB i napisa¢ réwnania rbwnowagi niezaleznie dla obu bryl.
Obcigzenie obu bryt pokazano na rysunku 1.2.3c.
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M / prosta dziatania sity §

\ K
™~
bl‘o \ua'?nac
St o, 20ng
<l i ~
q 3//}, R\\
8 kB
~
~
Rys. 1.2.3b
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Dla przyjetego uktadu odniesienia rownania rownowagi maja postac:
dla bryty M,

ZPix=0—>RAcosg—Rccosg=0 (1

i=1 2 2

n

Y P, =0 R, sin=—Q+Rcsin—==0 )

i=1 2 2

dla belki 4B

7 o
P.=0—>R,cos—+S—R-cosP=0 (3)
[24 A 7 C

i=1

n o }

2Piy=0—>RAsin5+RBs1n|3=0 4)

W réwnaniach rownowagi wystepuje 5 niewiadomych (R, R, R, Sikat B) i do
ich wyznaczenia konieczne jest piate rdwnanie. Z AMKA i AMKB wyznaczono

o . , : .
MK = actgz oraz MK = bctgp, a nastgpnie, po porownaniu stronami, otrzymano

a o
ctgp ngZ (5)

Po rozwiagzaniu uktadu rownan (1)—(5) z uwzglednieniem wartosci liczbo-
wych otrzymuje si¢ ostatecznie wartosci szukanych reakcji: Ry = 833,3 N; R~= 500 N;
S=133N.

ZADANIE 1.2.4

Rama przegubowa z przegubem C (rys. 1.2.4) zamocowana do podtoza dwoma
nieprzesuwnymi przegubami 4 i B obcigzona jest pionowa sitg P = 5000 N. Wyznaczy¢
wartosci reakcji podpor 4 i B, jezeli ich rozstaw 2/ =4 m, wysokos$¢ ramy 4 =1 m oraz
odlegto$é od przegubu 4 do kierunku dziatania sity P wynosi a = 1 m. Cigzar ramy
pominad.

Rozwiazanie

Ze wzgledu na to, ze przeguby A4 i B sa nieprzesuwne, nieznane sg kierunki reakcji
tych podpdr. Kierunki reakcji mozna wyznaczy¢, rozdzielajac w przegubie C ramg na
dwie niezalezne czg$ci i1 rozpatrujac rownowage kazdej z nich z osobna (rys. 1.2.4a).
Przy roztaczeniu obu czgsci w punkcie C nalezy pamigtac¢ o przytozeniu do kazdej
z nich sit wzajemnego oddzialywania (na podstawie III prawa Newtona). Punkt C spet-
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nia dla kazdej czesci rolg przegubu nieprzesuwnego (punkt C nie ma mozliwosci prze-
mieszczania si¢) i w zwiazku z tym nie jest znany kierunek sil wzajemnego oddziaty-
wania w tym punkcie. Na lewa cze$¢ ramy dziataja 3 sily: P o znanym kierunku
i znanej wartosci, R, i Rc o nieznanych kierunkach. Nie znajac dwoch kierunkéw sit,
nie mozna wykorzysta¢ twierdzenia o trzech sitach do wyznaczenia szukanych kierun-
koéw, nie mozna bowiem wyznaczy¢ punktu przecigeia si¢ kierunkow sit.

ol

ol

DH o

Rys. 1.2.4 Rys. 1.2.4a

Na prawa czes¢ ramy dziataja dwie sily: Ry iﬁc o nieznanych kierunkach. Mozna
jednak w tym przypadku wyznaczy¢ te kierunki, wiedzac, ze w potozeniu rownowagi
dwie sily tworza ,,dwdjke zerowa”, a wigec musza leze¢ na jednej prostej, musza miec te
same warto$ci i przeciwne zwroty. Sita Rz musi przechodzié¢ przez punkt B, sita R
przez punkt C i w zwiazku z tym kierunkiem obu tych sit jest kierunek BC (rys. 1.2.4b).

Rys. 1.2.4b
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Znajac kierunek sity EC, nanosi si¢ go na lewg cze$¢ ramy 1 korzystajac z twier-
dzenia o trzech sitach, znajduje si¢ punkt K przeciecia si¢ kierunkow sit EC iP,
a nastepnie wyznacza si¢ kierunek reakcji R ,, prowadzac prosta przez punkty 4 i K.
Wartosci liczbowe szukanych reakcji wyznaczono metoda graficzng i analityczng. Me-
toda graficzna polega na zbudowaniu zamknigtego wieloboku sit. Budowe wieloboku
sit rozpoczyna sie od sity P (znamy kierunek i warto$¢), a nastepnie przez jej koniec
prowadzi si¢ kierunek np. sity R ;. Wielobok sit zamknigto, prowadzac przez poczatek
sity p kierunek sity Rp (rys. 1.2.4c).

Skala sit
Tem= n [N]

Rys. 1.2.4¢

Wyznaczone sity przylozono do lewej czgsci ramy. Rozklad sit dziatajacych na pra-
wa cze$¢ pokazano na rysunku 1.2.4d. Majac obliczona site R, znamy rowniez wartosé
sity R 5> wWiedzac, ze obie sity tworza ,,dwdjke zerowa”. W celu analitycznego wyznacze-
nia wartosci szukanych sit wykorzystano rozktad sit przedstawiony na rysunku 1.2.4e.

Uktad sit R, P iRy jest uktadem ptaskim srodkowym. Sity wzajemnego oddzia-
lywania w punkcie C tworza, jak wiadomo, ,,dwojke zerowa™ i nie beda uwzgledniane
w warunku réwnowagi. W przyjetym ukladzie odniesienia otrzymuje si¢ nastgpujace
rOwnania rOwnowagi:

M=

1l
_

B

X

=0—> R, coso.—Rpzcosf=0 (1)

1

n
Y. B, =0—>R sino.—P+RpsinB=0 (2)
i=1
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Z réwnan tych wyznaczyé mozna wartos¢ sit R, i Ry, jezeli znane beda katy o
i B. Dodatkowe rownania utozy¢ mozna z zalezno$ci geometrycznych (rys. 1.2.4¢).
Z ACC,B wynika

h
tg[3=7 (3)

Porownujac wysokos¢ KK; w AAKK, i AKK,B, otrzymuje si¢

2[—a h
tgo=""-" “)
a I
y
K
B
h
A _L o Ky X
— ¢ e
R, a
R =
- !
/
Rys. 1.2.4d Rys. 1.2.4¢

Z rownan (1)—(4) po ich rozwiazaniu otrzymano wartosci szukanych reakcji w po-
staci ogdlne;j:

Ja2? + (@1 -afh?

R,=P

4 201
ah? +1?

Rp=P 2" "

2hl

Wartosci liczbowe wynosza: R, =0,9P =4500 N, R = 0,56P = 2800 N.
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1.3. Przestrzenny srodkowy uklad sil

ZADANIE 1.3.1

Trzy niewazkie prety potaczone przegubem D zamocowane sg do poziomej po-
wierzchni przegubami 4, B i C (rys. 1.3.1). Uktad obcigzony jest ciezarem Q zamoco-
wanym na linie przerzuconej przez krazek K. Pret 1 nachylony jest do poziomu pod
katem o, prety 2 i 3 pod katami B, natomiast ptaszczyzna BCD pod katem 7. Obliczy¢
wartosci sit reakcji R 4, Rp, Re , jezeli o= 30°, B =60°, y=45° 0 =1000 N.

Rozwigzanie

Niewazkie prety zamocowane przegubowo pracuja jak ciggna i w zwiazku z tym
przenosza jedynie sity dziatajace wzdtuz osi pretow. Uwalniajac uktad od wigzéw zna-
my kierunki wszystkich sit reakcji przegubow 4, B i C (rys. 1.3.1a). Sita O przylozona
w punkcie D réwna jest co do wartosci sile cigzkosci O ciata Q ze wzgledu na to, ze lina
zmienia jedynie kierunek dziatania sity, a nie jej wartosé. Sity R, Rz, Rc przylozone
w punkcie D sg sitami reakcji, tzn. oddziatywania przegubow na punkt D.

Ky
C —
Q
™~
Rys. 1.3.1

lal=lal

Rys. 1.3.1a
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Po drugiej stronie myslowych przekrojéw mozna przytozy¢, na podstawie III pra-
wa Newtona, sity oddzialywania punktu D na podpory. Uktad tak przytozonych sit two-
rzy odpowiednio na kierunkach pretow ,,dwojki zerowe”. Do rozpatrzenia rownowa-
gi punktu D bierze si¢ pod uwage jedynie sity dziatajace na ten punkt po odrzuceniu
wiezow, tzn. R 4> R B> EC Q’, tworzace przestrzenny $rodkowy uktad sit. Korzystajac
z analitycznego warunku réwnowagi, dla takiego uktadu napisano réwnania rownowa-
gi w przyjetym uktadzie odniesienia:

n

Y P, =0——Rccos B+ R cos B=0,
i=1

0—>Q —R, coso+Rysinfcosy+ R, sinBcosy=0,
4 B c

M=

By

= 0
LN

P, =0— RpsinPsiny+ R, sinPsiny— R, sina =0,

Z
i=1
gdzie Q'= Q.
Rzuty sit Rp i EC na osie y i z otrzymuje si¢, rzutujac te sity najpierw na kierun-
ku OD, a nastgpnie otrzymane sktadowe na tym kierunku rzutuje si¢ na odpowiednie
osie; np. rzut sity Rz na o$ y otrzymuje si¢ w sposob pokazany na rysunku 1.3.1b.

/ﬁssinB

Y

>

rzut sity Rg na o$ y
Rgsinp cosy

Rys. 1.3.1b

Rozwiazujac uklad réwnan réwnowagi otrzymano:

R,=0— siny ’
sin (oL +7)
| .
Ry =Re =~ sin o

2 7 sinBsin(o+7y)

Dla danych liczbowych R, = 0,740 = 740 N, Ry = R-= 0,30 = 300 N.
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ZADANIE 1.3.2

Cigzar O podwieszony jest na dwoch linach AK 1 A’K zamocowanych do piono-
wych masztow AB i A'B' (rys. 1.3.2). Maszty utrzymywane sa w polozeniu pionowym pre-
tami AC, AD, A'C"1 A'D’. Obliczy¢ wartosci sit w linach AK i A'K oraz w pretach AC,
AD, AB, A'C', A'D' i A'B' w potozeniu rownowagi uktadu, przyjmujac, ze Q =10 kN,
o= 60° B =45°% v=30° & = 45° oraz zakladajac, ze wszystkie prety zamocowane
sa do podtoza za pomocg przegubdéw nieprzesuwnych, jak rowniez, ze prety w punk-
tach 4 i A’ potaczone sg przegubowo.

Rys. 1.3.2

Rozwigzanie

Prety AC, AB, AD, A'B', A'C' i A'D' podobnie jak w przyktadzie 1.3.1 przenosza
jedynie sily dziatajace wzdluz osi tych pretow. Odrzucajac wigzy, tj. podpory B, C, D,
B', C', D', iprzyktadajac w ich miejsce odpowiednie sity reakcji, otrzymuje si¢ uktad
sit jak na rysunku 1.3.2a. W miejsce ci¢zaru Q przytozono site cigzkosci 0 dziatajaca
wzdtuz liny, na ktérej zawieszony jest ten ciezar. Majac do dyspozycji trzy réwna-
nia rownowagi dla uktadu $rodkowego przestrzennego, nie mozna wyliczy¢ szesciu
niewiadomych S, ..., Sg.

Rys. 1.3.2a
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Wydzielajac jednak z catego uktadu zlozonego (rys. 1.3.2a) trzy uktady proste I,
I, 111 z weztami w punktach 4, K, A', otrzymuje si¢ roOwnania rOwnowagi w ilosci odpo-
wiadajacej liczbie niewiadomych sil. Rozktad sit dla poszczegdlnych podukladéw
przedstawiono na rysunku 1.3.2b.

Rys. 1.3.2b

Uktady I i III sa uktadami $rodkowymi przestrzennymi, natomiast uktad II jest
uktadem srodkowym ptaskim. Opisujac uktady I i III trzema réwnaniami rownowagi
oraz uktad II dwoma réwnaniami rownowagi, otrzymuje si¢ osiem roéwnan do wyzna-
czenia o$miu niewiadomych.

W przyjetym jak na rysunku 1.3.2b uktadzie odniesienia rbwnania maja ponizsza
postac.

Uklad I

n

Y P, =0—-S,cosp+S,cosB=0,

i=1

n
P, =0—>-S;sinBcosa—S,sinBcoso+ .S, cosy=0,
iy 1 2 7

i=1

n
P, =0—-S;sinfcosa— S, sinPBsino+ 83 — S, siny=0.
iz 1 2 3 7

i=1

Uklad I1

n
Y B, =0—-S;cosy+Sgcosd=0,
i=1

n
Y. Py =08, siny+Sgsind—-Q0=0.
i=1
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Uklad 11T

n

Y P, =0—S5cosP—Sgcosp=0,

i=1

n

Y. P, =— S5 sinPcos o+ Sg sin Bcos o — Sg cos § =0,
i=1

n
Y. P, =——SssinBsino — Sq sinBsino + 54 — Sgsind=0.
i=1

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan, otrzymuje sig:

cos Y
2sin sin (o +7)

S,=0 sinoccosy+ 1
3 sin(ot+7v) l+ctgytgd |

§1=8,=0

cosy (sind+cosd tg o)

S4=0 sin (y + 0) ’
S5 =356 = 2cos(;(;?rzyl3ccs)isn8(7+8) ,
Si=0 T

a po podstawieniu danych liczbowych warto$ci szukanych sit:
S, =8,=6,1kN, S3=11,1 kN, S, =17,4kN, S5 =S, =53 =9 kN, S, =7,33 kN.

Uwaga. Rzuty sit §1, §2, §5, §6 na osi y 1 z przyjetego uktadu odniesienia wyznaczy¢
mozna kierujac si¢ wskazowkami z zadania 1.3.1.
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ZADANIE 1.3.3
Na bryle K dziata uktad sit P, P, P, P, przecinajacych si¢ w punkcie A

(rys. 1.3.3.). Zastapic¢ ten uklad jedna sitag rownowazng zadanemu uktadowi.
Dane: OA=h=2a,P,=P,=P;=P,=P.

Z8

Rys. 1.3.3

Rozwiazanie

Uklad sit dziatajacych na bryle K jest ukladem $rodkowym przestrzennym o kie-
runkach przecinajacych si¢ w punkcie 4. Zastapienie uktadu sit jedna sita rownowazna
mu sprowadza si¢ do wyznaczenia wypadkowej tego uktadu, przy czym wypadkowa ta
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musi przechodzi¢ przez punkt 4. Ze wzgledu na to, ze sita wypadkowa jest rowna geo-
metrycznej sumie wszystkich sit uktadu, jej rzut na dang o$ jest rowny sumie rzutoéw na
te o$ wszystkich sit tego uktadu. Otrzymuje si¢ wigc:

n

W,=Y P,=-P coso+ P;coso,
W,=> P, =—P,coso.+ P, cosa,

n
W.=Y P.=Psino+P,sino+ P;sino+ Py sina.
i=1

Uwzgledniajac dane, obliczono
W.=0,W,=0,W.=4Psina

oraz

W=\W2+W;+W} =4Psinc.

W tym przypadku warto$¢ wypadkowej rowna jest wartosci W, co mozna bylo
stwierdzi¢ po obliczeniu rzutow wypadkowej. Na podstawie obliczonych rzutéw moz-
na réwniez stwierdzi¢, ze kierunek wypadkowej pokrywa si¢ z kierunkiem osi z i zwrot
jej jest zgodny ze zwrotem osi z.

Kierunek wypadkowej mozna rowniez okresli¢, obliczajac katy, jakie zawiera
ona z kierunkami poszczego6lnych osi ukladu odniesienia. Oznaczajac odpowiednio
przez oy, 0., 03 katy zawarte pomiedzy kierunkiem wypadkowej z osiami x, y, z, otrzy-
muje sig:
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Jak wida¢, wypadkowa lezy na kierunku osi z i ma zgodny z nig zwrot. Tak wiec
zamiast sit B, P, ]33, P, mozna przytozyé do bryly K jedna site W jak na rysunku
1.3.3a.

Warto$¢ sity wypadkowej obliczy¢é mozna po wyznaczeniu kata o.. Z AAOB,
(rys. 1.3.3) wynika:

. AO
sin o = =
B,
V4
A
w
AN ////
__ =
—7 \
X 7 \ T
4 \
\ Y
i\
\
Rys. 1.3.3a

Uwzgledniajac dane, otrzymano W = gP\E .

Uwaga. Proponuje si¢ wykona¢ obliczenia dla danych P, = 2P, P, = P;=P,=P.
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1.4. Plaski dowolny uklad sit

ZADANIE 14.1

Pozioma belka jednorodna AB o cigzarze Q (rys. 1.4.1.) zamocowana jest w punk-
cie A przegubowo (przegub nieprzesuwny), a w punkcie C za pomocg przegubu prze-
suwnego pod katem o do poziomu. Belka obciazona jest w punkcie B sila P o wartosci
P=43 0, tworzaca z kierunkiem pionowym kat f3.

Wyznaczy¢ warto$¢ reakcji podpér w potozeniu rownowagi, jezeli:

AC=%AB i CB =%AB, o =60° B=30°.

Rozwigzanie

Na belke dziataja sity czynne P i Q oraz sily reakcji R 4 W punkcie 4 1 EC w punk-
cie C. Ze wzgledu na to, ze przegub A jest przegubem nieprzesuwnym, nieznana
jest prosta dziatania reakcji R, natomiast w punkcie C prosta dziatania reakcji 17(; jest
prostopadta do kierunku mozliwego przesunigcia.

Rys. 1.4.1

Reakcje R, wyznaczy¢ mozna, obliczajac dwie jej sktadowe wzajemnie prosto-
padte zgodnie z przyjetym ukladem odniesienia. Belk¢ 4B po uwolnieniu od wi¢zow
przedstawiono na rysunku 1.4.1a.
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Tl

01

Rys. 1.4.1a

Sity czynne i reakcje dziatajace na belke tworzg uktad ptaski dowolny sit, dla
ktorego analityczny warunek réwnowagi daje trzy rOwnania rownowagi:

n
Y P.=0—-R,, +Rcsino+ Psinf=0,
i=1

n
ZPz’y =0 Ry, —Q+ R coso—PcosB=0,
i=1

7 1
i=1

Biegun, wzgledem ktorego obliczana jest algebraiczna suma momentow wszyst-
kich sit, przyja¢ mozna dowolnie, lecz ze wzgledéw obliczeniowych wygodnie jest
obra¢ go w punkcie przecigcia si¢ najwigkszej liczby nieznanych sil, tzn. w tym przy-
padku w punkcie 4 lub C. Rozwiazujac uktad rownan réwnowagi, otrzymuje si¢

19 1 16
RAx :?\/EQz RAy :_an RC :?Q

Znak ,,—” przy R 4, oznacza, ze blednie zalozono zwrot silty R Ay 128 W rzeczywisto-
$ci dziata ona zwrdcona przeciwnie do zwrotu osi y przyjetego uktadu odniesienia. Cal-
kowita warto$¢ reakcji R4 obliczy¢ mozna z zaleznosci R, = Rflx + Rfly, a kierunek

RAx

okreslajac kat, jaki tworzy ona z osig x — z zaleznosci cos(R ;, X) = I
4

ZADANIE 1.4.2

Kratownica ABC spoczywa na dwoch podporach: przegubie nieprzesuwnym 4 i prze-
gubie przesuwnym B (rys. 1.4.2). Ciezar kratownicy wynosi Q = 100 000 N. Strona AC
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kratownicy narazona jest na rownomiernie rozlozone i prostopadte do AC obciazenie
wynikajace z parcia wiatru. Wypadkowa tego obciazenia ma wartos¢ P = 8000 N. Obli-
czy¢ wartos$¢ reakcji podpor w potozeniu rownowagi, jezeli AC=CB=a=6m, o. = 30°.

Rys. 1.4.2

Rozwigzanie
_ Po odrzuceniu wigzoéw (przeguby 4 i B) na kratownicg dzialajg sity: P,O,R s
R4, 1 Rp (rys. 1.4.2a). Dla tego ukladu sit warunek analityczny rownowagi daje trzy
rOwnania rOwnowagi:

n
Y P, =0—>-R, +Psino=0,

—

N

4 F,=0—>-R,, —Pcoso—0+Rp =0,

1

1l
_

n
ZMi(A)=O—>—P-%a—Qacosoc+RB -2acoso=0.
i=1

Rozwiazujac uktad roéwnaf, otrzymuje si¢: R, = 4000 N, Ry, = 54617 N,
Rp=52311 N i ostatecznie R, = 54 763 N.

Rys. 1.4.2a
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Uwaga. Do obliczania wartosci sit w pretach kratownicy wystarcza rozwazy¢ rowno-
wage kazdego wezta (przegubu taczacego prety) kratownicy, stosujac dla poszczego6l-
nych weztow warunki rownowagi uktadu $rodkowego ptaskiego sil. Przedtem nalezy
jednak wyznaczy¢ sity reakcji podpér 4 1 B.

ZADANIE 1.4.3

Rgczny podnosnik stacjonarny sklada si¢ z dwoch belek, 4B i CD, potaczonych
przegubem C. Obie belki zamocowane sa w przegubach nieprzesuwnych, odpowie-
dnio 4 i D (rys. 1.4.3). W punkcie B utozyskowany jest krazek linowy, przez kto-
ry przerzucona jest lina obcigzona ciezarem (. Drugi koniec liny nawinigty jest na
zablokowany begben K. Obliczy¢ wartos¢ reakcji podpor 4 i D w potozeniu réwnowagi,
majac dtugos¢ a i kat o.. Tarcie na krazku linowym oraz wymiary tego krazka i bgbna K
pominaC.

B
\’,R/ LA I
A A C o AX»l
A
3 Ray
| A
& [
- 3 Rpx X
\
B S D —
RDY
Rys. 1.4.3 Rys. 1.4.3a
Rozwiazanie

Jako model obliczeniowy przyja¢ mozna zast¢pczy schemat podnosnika z przyto-
zonymi sitami reakcji po odrzuceniu podpér 4 i D (rys. 1.4.3a).

Uktad sit dziatajacych na podnosnik zawiera cztery niewiadome Ry I?Ay, Rp, EDy),
ktérych nie wyznaczy si¢, dysponujac trzema réwnaniami réwnowagi dla uktadu
ptaskiego dowolnego sit.
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Celem wyznaczenia szukanych niewiadomych rozpatrzono rownowage belki AB
i belki CD osobno, przy czym rozdzielajac uktad na dwa poduktady I i II, przytozono
sity wzajemnego oddziatywania w miejscu, w ktorym obie belki sa potaczone (punkt C,
spetniajacy role przegubu nieprzesuwnego), oraz oddziatywania liny w punkcie K na
belke CD i w punkcie B na belkg AB (rys. 1.4.3b).

Rax 1 "
—>s—=—>"10C 8
Rex Q'
§AY Rey z
¢§'CY
O, ﬁ«—ﬁex
lal=la |=_|0"| 8 -
|Rex 1= | Rex| A
— - o
Rerl= 1Rl
8
R
Y | i %
ﬁDY

Rys. 1.4.3b



34 STATYKA

Utworzenie dwoch poduktadow 1 i I zwiekszyto liczbg niewiadomych do szesciu
(1? x> R Ay R Dy R Dy» ECX, ﬁcy), ale mozna obecnie utozy¢ po trzy rownania rOwnowa-
gi, odpowiednio dla belki AB (poduktad I) i CD (poduktad II), co daje sze$¢ rownan do
wyznaczenia szesciu niewiadomych.

Poduklad I

n

N P, =0— R, +Rp —Qcosa=0,

i=1

n

ZB)/ ZOH—RA)/ +RCy —QSinOC—Q=0,
i=1

n

D2 Mi(5)=0— R, -2a~Rc,-a=0.

i=1

Poduklad II

n
Y P, =0——Rq +Qcoso—Rp, =0,
i=1
n
Y. By, =0——Rc, +Osino+Rp, =0,
i=1
n
i=1

Po rozwiazaniu powyzszego uktadu rownan otrzymuje sie:
1 .
RAx:E Qcosa, RAy=Q(1+s1nOL),

, =02 +sina)

oraz R, = R3, +R3,, Rp=yRp+Rp,.

ZADANIE 1.4.4

1
Rp, :E Qcoso, Rp

Na bryle o bokach a dziataja sity B, Py, Py i Py o wartosciach rownych P i kierun-
kach pokrywajacych si¢ z odpowiednimi bokami bryty (rys. 1.4.4). Jakim prostszym
uktadem sit mozna zastapic¢ zadany uktad sit.
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= — _ Y
- I7l-17 - PP f
NG Y
g A
> —
a a
| ,;4: ,54 : X
0 A
gt a o a
Rys. 1.4.4 Rys. 1.4.4a
Rozwigzanie

Poszukiwanie uktadu zastepujacego zadany uktad sit polega na przeprowadzeniu
redukcji uktadu zadanego, w wyniku czego otrzymuje si¢ rownowazny zadanemu
uktad sil, lecz w znacznie prostszej postaci. Redukcja uktadu sit polega na wyznacze-
niu wektora gléwnego V_I{g i wektora momentu gtownego M, ¢ W przyjetym uktadzie od-
niesienia, w wyniku czego stwierdzi¢ mozna, do jakiego przypadku redukcji sprowa-
dzony zostat zadany uktad sil. Obierajac uktad odniesienia jak na rysunku 1.4.4a, obli-
czono wspohrzedne wektora gtownego V_I{g oraz warto$¢ momentu gldownego M, o> PIZYj-
mujac biegun redukcji w punkcie 0:

n
Wee = Py =P+ Py =2P,
i=l1

n
Wy =) Py =R +P=2P,
i=l1

o
W, = We + W =2P2,

— W, 2 —
cos (7, , x)=—& =£—>a=<(Wg, =2
We 2 4

n
M, =2Mi(0)=P2 a—P;-a=0.
i=1
Otrzymano V_I{g =2Py21i M, =0, a wicc wystapit przypadek, gdy ukiad sit mozna
zastapi¢ sila wypadkowa W = W,, ktérej prosta dzialania przechodzi przez biegun re-
dukcji. Tak wiec, zadany uklad sit B, P, B, P, zastapi¢ mozna sila wypadkowa
o0 wartosci V_I{g =2P2, ktorej prosta dziatania przechodzi przez punkt 0 1 jest nachylo-
na pod katem 45° do osi x (rys. 1.4.4b).
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Identyczny rezultat otrzymuje sig, obierajac biegun redukeji w dowolnym innym
punkcie, np. w punkcie 4 (rys. 1.4.4a). Poniewaz wektor W nie zalezy od obioru
bieguna redukcji, ograniczono si¢ do wyznaczenia momentu gldwnego wzgledem

punktu 4

n
My =Y M =-B-a-P;-a=-2Pa.
i=1
Wynik obliczen: W, = 2PV2 i | M| =2Pa, odpowiada przypadkowi redukcji, gdy
uktad sit zastapi¢ mozna sita wypadkowa o wartosci W = W, przesunigta wzgledem
M|
g

bieguna redukcji o odlegtos¢ d = | , tak aby jej moment wzglgdem bieguna redukcji

rowny byt momentowi gtownemu co do wartosci i co do znaku. Dla tego przypadku
2

d =22, co odpowiada potowie dtugosci przekatnej kwadratu (rys. 1.4.4c).
2

Prosta dziatania wypadkowej mozna rowniez wyznaczy¢, korzystajac z rownania
tej prostej w postaci

Wiy (x = 30) = Wy (v = y0) = M.
gdzie: x, y, — wspdirzedne przyjetego bieguna redukcji.
W przypadku przyjecia bieguna redukcji w punkcie 0 otrzymuje si¢
2P-x-2Py =0,
a w przypadku przyjecia bieguna redukcji w punkcie 4
2P(x - a)— 2Py =-2Pa,

co daje dla obu potozen bieguna redukcji to samo réwnanie prostej dziatania wypadko-
wej y = x 1 co pokrywa si¢ z wyznaczonym kierunkiem prostej dziatania wypadkowe;j
poprzednimi sposobami (rys. 1.4.4b i 1.4.4c).

Yﬂ o= 45° Yﬂ /

N7

Rys. 1.4.4b Rys. 1.4.4¢
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1.5. Plaski uklad sil rownoleglych

ZADANIE 1.5.1

Jednorodny pret ABC zakrzywiony pod katem prostym w punkcie B zawieszony
jest na linie pionowej zamocowanej do powierzchni nieruchomej w punkcie D. Znajac:
v — cigzar jednostki dtugosci preta, AB =2b, BC = 2a(a > b), wyznaczy¢ kat oo w poto-
zeniu rbwnowagi (rys. 1.5.1).

Rozwigzanie

Po uwolnieniu od wigzéw (lina 4D) otrzymuje si¢ uktad obciazony jak na rysun-
ku 1.5.1a, gdzie: O, = 2by, O, = 2ay — wartosci sit cigzkosci odcinkow preta 4B 1 BC,

S — sita w linie AD.

Rys. 1.5.1 Rys. 1.5.1a

Sity czynne i reakcje tworza w tym przypadku uklad sit rownolegtych, dla ktorego
w przyjetym uktadzie odniesienia rownania rOwnowagi maja postacé

Ze wzgledu na to, ze wyznaczy¢ nalezy tylko kat o, wystarczy wykorzysta¢ jedynie
drugie z rbwnan rownowagi, otrzymujac

n
ZMi(A)=0_>Ql 'bsina—Qz -h=0.
i=1
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Podstawiajac Q,= 2by, O, =2ay, h=acos o — 2bsin o, otrzymuje si¢

(b2 + 2ab) sin o, — a®coso = 0,

skad
2

o =arctg -
b” +2ab

ZADANIE 1.5.2

Belka 4B obciazona jest sitami P, = 600 N, P, = 40 N oraz dwiema parami sit
dzialajacych w plaszczyznie sit P i P, o momentach M, = 400 Nm i M, = 300 Nm
(rys. 1.5.2). Pomijajac cigzar belki, wyznaczy¢ w potozeniu rownowagi reakcje podpor
A1C,wiedzac,zea=2m,b=1m,c=0,5m.

Rozwigzanie

Sity zewnetrzne dziatajace na belke 4B tworza uklad sit rownoleglych. Reakcja R
podpory C (przegub przesuwny) lezy na kierunku prostopadtym do kierunku mozliwego
ruchu i jest réwnolegla do prostych dziatania sit P i Py. Podpora 4 jest przegubem
nieprzesuwnym, jednakze w tym przypadku znany jest kierunek dzialania reakcji R,
poniewaz wszystkie pozostate sity (czynne i reakcja EC) sa do siebie rownolegle,
a wiec i reakcja R, musi by¢é do nich réwnolegla (rys. 1.5.2a).

~0l

C £ |8
< b —=] T
- a . C
Rys. 1.5.2
Y
M, &

A : C

§A b - ﬁc
a e [}

Rys. 1.5.2a
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W przyjetym uktadzie odniesienia, korzystajac z analitycznego warunku rownowa-
gi dla uktadu ptaskiego sit réwnolegtych, otrzymuje si¢ nastepujace rownania rownowagi:

n
i=1

n
Y Miy=0—>-M; =P -b+Rc-a-Pla+c)+ M, =0.
i=l
Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan, po uwzglednieniu danych liczbowych,
otrzymano R, =240 N, R-= 400 N.

ZADANIE 1.5.3

Most sktada si¢ z kratownicy gtownej 4B i dwdch kratownic bocznych AC i BD
(rys. 1.5.3). Cigzar jednostki dlugosci dla cz¢$ci AB wynosi ¢; = 15 000 N/m, a dla
cze¢sci AC 1 BD g, = 10 000 N/m. Obliczy¢ reakcje podpér C, E, F, D w potozeniu
rownowagi dla przypadku, gdy przesto FD obciazone jest pojazdami wywotujacymi
obciazenie p =30 000 N/m. Wymiary mostu wynoszg: AC=BD=a=20m, AE=FB=
=b=15m, EF=[=50m.

bi / b, a
=) N\,
(5 Re Fﬁ%

v7772

E772

[ — a ]

Rys. 1.5.3

Rozwiazanie

Zastepczy schemat obliczeniowy mostu z uwzglednieniem obcigzen ciaglych po-
szczegolnych jego czesci z przytozonymi reakcjami podpér C, E, F, D pokazano na
rysunku 1.5.3a.

B RF“q+p _
_ 9, REf —917 _L7q2+pRD
Rc
C A NNE FN B %
TTITITY TIITITY T
ol / el o |
Rys. 1.5.3a

Obciazenie ciagle ¢, g, 1 p oraz sily EC» Ry, R i R tworza uktad sit rownole-
glych, dla ktérego mozna napisa¢ dwa réwnania rownowagi, ktore nie wystarczaja do ob-
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liczenia czterech niewiadomych sit reakcji podpor. Jednakze most sktada si¢ z trzech czesei
CA, AB i BD potaczonych przegubami w punktach 4 i B, mozna wigc rozpatrzy¢ rOwnowa-
g¢ kazdej z tych czg¢sci niezaleznie, przyktadajac w miejscach faczenia (punkty 4 i B)
odpowiednie sity wzajemnego oddziatywania. Otrzymuje si¢ w ten sposob trzy uktady I,
II, IIT z przylozonymi w odpowiednich punktach sze$§cioma nieznanymi reakcjami
Rc, Ry, Re, Ry, Ry, Ry (rys. 1.5.3b). Dla kazdego z uktadéw mozna utozy¢ po dwa row-
nania réwnowagi, otrzymujac uktad szesciu réwnan z sze§cioma niewiadomymi.
Réwnania réwnowagi majg ponizsza postac.
Uklad I

n
ZPI)/ ZOHRC +RA—q2-a=0,
i=1

L 1
ZMi(C)=0%RA-a—q2-a-E=O.
i=1

Uklad 11
n
ZBy =0>—-R,+R; +Rp —RB—ql(b"‘l)_(QI +P)b=03
i=1

n
> M(4)=0- R -b+RF(b+l)—RB(2b+l)—q1(b+l)%—
i=1

—(q +p)b(b+l+%)= 0.
Uklad 111

n

ZPz’y =0—> Rz +Rp—(q,+p)-a=0,

i=1

L 1
ZMi(B)=0%RD-a—(q2 +p)-a-5a=0.
i=1

Z powyzszego uktadu réwnan, po jego rozwiazaniu, otrzymuje si¢: R-= 100 000 N,
R;=542500 N, Rr=1607500 N, R, =400 000 N.

X

) !
A ! ;

c Al 1A E _ , F; Bl B D, ™
_ IR = IR _
R, ] IRgl =IRg!
a b / | a
; b o 1 =

Rys. 1.5.3b

T
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1.6. Przestrzenny dowolny uklad sit

ZADANIE 1.6.1

Walek zamocowany w ozyskach 4 i B (rys 1.6.1) obciazono sitami P [N]i F [N]
dziatajacymi w ptaszczyznach prostopadtych do osi walu. Wyznaczy¢ wartosci reakcji
tozysk A i B oraz wartos$¢ sity F w potozeniu rownowagi, jezeli znamy: / [m] — dtugo$¢
dzwigni walu, a [m] — rozstaw pomiedzy dzwigniami i tozyskami, o = 30°, = 60°.

2a

X

Rys. 1.6.1a
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Rozwigzanie

Kierunki reakcji R, i Ry leza w tym przypadku w plaszczyznach prostopadtych
do osi, przy czym nieznane sg ich proste dzialania. Reakcje obliczy¢ mozna, wyznacza-
jac ich sktadowe wzajemnie prostopadte zgodnie z przyjetym ukladem odniesienia.
Schemat obliczeniowy walu z przytozonymi reakcjami podpor (fozysk 4 i B) pokazano
na rysunku 1.6.1a.

Z analitycznego warunku réwnowagi dla uktadu dowolnego przestrzennego sit
otrzymuje si¢ nastepujace rownania rownowagi:

n

Y P =0 Ry, — Pcosp+ FcosB+ Ry, =0
i=1

n

>.P,=0-0

i=1

n

ZPI.Z =0—>R,, —PsinB—-FsinB+ Rz =0
i=1

n
ZMI.X:09—a-PsinB—3a-FsinB+4a'RBz=0

i=l1

n
Y M, =0—-I-PsinBcosa—1-PcosBsino—I-Fsinp=0
i=1

n
ZMI.Z =0—>a-PcosP—-3a-FcosB—4a-Rp, =0
i=1

Powyzsze rownania, a w szczegdlnosci rownanie momentow sit wzgledem osi x, y, z,
uktada sie tatwiej w oparciu o rysunki pomocnicze 1.6.1b, c, d, przedstawiajace wat od
strony strzalek poszczegdlnych osi uktadu odniesienia.

z
Psin B

Fsinp
Raz \ Raz
X ——-4-
A B
_a - 2a - a _ |

Rys. 1.6.1b
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Algebraiczna sume momentow sit wzgledem osi y mozna policzy¢ dwoma sposoba-
mi: jako sume momentdw sktadowych sit P i F, otrzymujac rownanie jak w uktadzie I,
lub jako sume momentéw sit, uwzgledniajac ramiona d; i d, sit PiF (rys. 1.6.1.c).
Otrzymuje si¢ wowczas rownanie

n
ley ZOQP'dI_F'dZZO,

i=1

gdzie: d; =Isin(B — o), d, = Isin B, rtéwnowazne odpowiedniemu réwnaniu w uktadzie I.

@, p
Rys. 1.6.1¢
Fcosp
a 2a N D S

y
z —
1A Bl

vﬁAx *Esx

Pcosp

Rys. 1.6.1d
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Rozwiazujac uktad rownan I, otrzymuje sig:

F=2PV3 [N

R, =§P(3——IJ [N],
Ry =%Pﬁ(z+§ﬁ j NI,
Ry, = Pl=+3) N

Ry, =%P\/§(3+\/§) [N]

R, =%P /%(28+3\/§) [N],
Ry =%P\/4+«/§ [N].

Ujemna wartos¢ reakcji R, nie zmienia wartosci reakcji Ry, $wiadezy jedynie
o przeciwnym zwrocie tej sktadowej w stosunku do przyjetego na rysunku 1.6.1a ukta-
du odniesienia.

oraz:

ZADANIE 1.6.2

Jednorodna ptyta o cigzarze G zamocowana jest w tozysku kulistym — punkt 4,
lozysku przesuwnym — punkt B i utrzymana w potozeniu poziomym ling CD
(rys. 1.6.2). Prosta dziatania sity F zaczepionej w punkcie E jest rownolegla do osi y.
Obliczy¢ reakcje tozysk oraz sitg w linie w potozeniu rownowagi, jezeli F' = 9G [N],
o = 45°. Wymiary jak na rysunku.

Rozwiazanie

Uwalniajac ptyte od wigzoéw przylozono w punkcie A4 trzy sktadowe reakcji catko-
witej, tj. R 4, R, Ay 1 R, w punkcie B dwie skladowe Rp, i Rp, oraz w miejsce liny CD
w punkcie Csite¢ § o prostej dziatania pokrywajace;j si¢ z kierunkiem liny. Ptyte z przy-
tozonymi sitami czynnymi i reakcjami przedstawiono na rysunku 1.6.2a.

Do obliczenia niewiadomych sit reakcji wykorzystano analityczny warunek réwno-
wagi uktadu dowolnego przestrzennego. Rzuty sity S na osi x, y, z otrzymano, rzutujac
je najpierw na plaszczyzne xy (sktadowa S)) 1 na kierunek pionowy (réwnolegly do osi z),
a nastgpnie rzutujac sktadowa pozioma §1 na kierunek rownolegty do osi x 1 y — rysu-
nek 1.6.2b (s. 46). W przyjetym uktadzie odniesienia moment sily S wzgledem osi z jest
roOwny zeru, poniewaz prosta dzialania tej sity przecina o$ z w punkcie D (rys. 1.6.2a).
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Rys. 1.6.2b

Roéwnania réwnowagi sit maja nastepujaca postac:

n
sz‘x ZOQ_RAX +RBx —SCOSOCSiHBZO
i=1

n

2Py, =0—>-R, +F-ScosocosB=0
i=1

n

Zf)iz =0%RAZ _RBZ +Ssina—-G=0
i=1

n 1
ZMI.X =0e—G-a+ZSasin(x+ZFa—%RBza=0
i=1

n
Y My, =0 G2~ Sasino=0
i=1

n
Y M, =0%Fa—%RBxa=0
i=1
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Nieznany kat B w rownaniach I obliczy¢ mozna z A ACM (rys. 1.6.2a), przy czym
ze wzgledoéw obliczeniowych wygodnie jest wyznaczy¢ funkcje sinf i cosf.
Mamy wigc:

. AM 1 ]
sinf3= = a =5
AC a2 + 4q2 5
II
AM 2 2
cosP = = a =25
AC a2 + 442 5

Rozwiazujac uktad rownan I z uwzglednieniem zwiazkow 11, otrzymuje sig:

1 1 1
RAX=E(4O—\/§)G [N], RAy=§(45—J§)G [N], Ry =5G [N],
Ry, =4G [N Ry =G [N} s=2+2 [N]

Calkowite wartosci reakcji tozysk 4 i B oraz ich kierunki okreslono ze znanych
zwigzkow:

B

_ R
RA=\/R§X+R§y+R§Z, cos (x, R ;) =
RA
Ry

cos(y, EA) :R_ 5
A

RAZ
b

Ry

— R
Ry =ﬂR§x +R§Z, cos(x, Rp) = Bx |

Rp

cos(z, EA) =

ZADANIE 1.6.3

Graniastoshup obcigzono sitami jak na rysunku 1.6.3, przy czym: P, = 40 N,
Py,=Ps=10N,P;=15N,P,=5N, a=2b=20 cm, o. = 30°. Jakim prostym uktadem
sit mozna zastapi¢ zadany uktad sit?
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Rys. 1.6.3

Rozwigzanie

Poszukiwanie prostego uktadu sit zastgpujacego uktad zadany polega na przepro-
wadzeniu redukcji zadanego uktadu sit w przyjetym uktadzie odniesienia. Poszukuje
si¢ uktadu ztozonego z jednej sily i1 jednej pary sit, a nastgpnie, w wyniku obliczen,
otrzymuje si¢ uktad sit rownowazny zadanemu i odpowiadajacy jednemu ze znanych
przypadkow redukcji. Obierajac uktad odniesienia jak na rysunku 1.6.3, obliczono
wspotrzedne wektora glownego Wg i momentu gtéwnego M, g» Przyjmujac biegun re-
dukcji w punkcie 0:

5
w, =2Piy=Plcos0c=20\/§N I
i=1

5
We, = P, =Py +P,—Fsina=0

Warto$¢ wektora gtownego W, = \/ng + Wg_zy + ng =2043 N.
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S .
Mg, =M, =-R -b-coso=-2004/3 N-cm
i=1

5
My, =Y My =P,-b—P,-a=0 11

i=1

Wartos¢ momentu gtdwnego M, = \/ M gzx +M gzy +M gzz =2004/3 N.

Kat pomig¢dzy wektorami Wg iM, ¢ obliczono z zaleznosci

ng' ng +ng'Wgy+MgZ'Wgz
Mg'Wg

cosd = =0, skad 8:%,

Wzajemna prostopadtos$¢é wektorow Wg i M, ¢ mozna bylo w tym przypadku stwier-
dzi¢, analizujac ich wspotrzedne obliczone z roéwnan (1) 1 (II). o
W wyniku redukcji otrzymano ukfad sit ztozony z sity rownej W, 1 pary sit 0 mo-

mencie rownym M, , odpowiadajacy przypadkowi, gdy Wg #0, Hg #0, 0 =% (rys.
1.6.3a).

Rys. 1.6.3a Rys. 1.6.3b
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Dla takiego przypadku redukcji uktad zadany sit mozna zastapi¢ sita wypadkowa W
rowng co do wartosci sile W, i przesunigta wzgledem przyjetego bieguna redukeji o od-

20043

M
legtos¢ d = —=. Obliczajac d = 33 =10 cm, otrzymano ostatecznie uktad rowno-

Wy 2043

wazny zadanemu, zlozony z jednej sity W (W |=|W,|) zaczepionej w punkcie E (rys.
1.6.3b) i rownolegtej do osi y.

Prosta dziatania sity 7 mozna okresli¢ w inny sposob niz podany powyzej, a mia-
nowicie wykorzystujac rownania prostej centralnej w postaci

Mg, + We(yo =) — We, (29 — 2) _ My + We (29 —2) = Wy, (x9 — x) _

Wex Wy

_ Mgz + Wgy(xO _x)_ ng(yO _y)

We-

gdzie: x, ¥y, zo sa wspotrzednymi bieguna redukcji w przyjetym ukladzie odniesienia.

Podstawiajac do réwnania prostej centralnej obliczone wspotrzedne wektorow
Wgi Mg oraz x, =y, = z, = 0 (biegun redukcji przyjeto w punkcie 0), otrzymano réw-
nania prostej dziatania sity 7 w postaci: x = 0, z = 10 cm, co odpowiada wynikowi
redukcji przedstawionemu na rysunku 1.6.3b.

1.7. Przestrzenny uklad sit rownoleglych

ZADANIE 1.7.1

Obliczy¢ sily nacisku kot jezdnych dzwigu na szyny w przypadku podnoszenia cig-
zaru Q = 30 kN w ptaszczyznie pionowej rownolegtej do osi szyn. Ciezar dzwigu wraz
z przeciwcigzarem P wynosi G = 100 kN 1 jest przylozony w punkcie S (rys. 1.7.1).
Dzwig wraz z podnoszonym ci¢zarem znajduje si¢ w potozeniu rownowagi. 4D =
=DB=CM=1m,CD=1,5m,/=4m, a=0,5m.

Rozwiazanie

Ze wzgledu na rodzaj wigzow dziatajacych na dzwig reakcje w punktach 4, B i1 C
leza na prostych prostopadtych w tych punktach do wigzoéw — szyn jezdnych. Uktad sit
z przytozonymi sitami reakcji oraz sitami czynnymi pokazano na rysunku 1.7.1a.
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A

o

Rys. 1.7.1

ZA
E
Q
I
|
¢ D B ! Y
f /)
P —
— _ “II
| [y
C
Re
a /
Rys. 1.7.1a

Sity dziatajace na dzwig tworza uktad przestrzenny o prostych réwnolegtych, dla
ktorych z warunku analitycznego rownowagi otrzymuje si¢ trzy roéwnania:

n
i=1

n
=M, =0-G-a+Ry-DB—R,-AD-Q-1=0,
i=1

n
Y M, =0->G-MD-R.-CD+Q MD=0.

i=1

Podstawiajac wartos$ci liczbowe 1 rozwigzujac powyzszy uktad réwnan, otrzymano

wartosci sit reakcji:

RA=8% kN, RB=78% kN, RC=43% kN.

Sity nacisku kot jezdnych na szyny sa rowne co do wartodci obliczonym warto-
$ciom reakcji w punkach 4, B i C i maja w stosunku do nich przeciwne zwroty.
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ZADANIE 1.7.2
Obliczy¢ sity dziatajace w pretach podpierajacych ptyte w ksztalcie potkola o cig-
zarze Q. Sita cigzkos$ci O przylozona jest w osi symetrii w punkcie S w odlegtosci
4r . . .
a= I Prety stojace na gltadkim podlozu zamocowane sg prostopadle do ptyty, przy
T
czym potozenie pre¢ta B okresla kat o (rys. 1.7.2).

Rys. 1.7.2a

Rozwiazanie

Sity reakcji w punktach 4, B, C gladkiego podtoza dziataja wzdtuz osi pretow
i rowne sa sitom wystepujacym w pretach. Po przytozeniu do pretéw sit reakeji oraz sit
czynnych otrzymuje si¢ przestrzenny uktad sit rownolegtych (rys. 1.7.2a), dla ktorych
utozy¢ mozna trzy réwnania rownowagi:
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M

1l
_

1

n
Y M, =0— Rpgrsino—Q-a=0,

i=1

n
zle-y =0—>RA 'I"+RC 'I"+RB - r COS(XZO.
i=1
Rozwiazujac powyzszy uktad rownan, otrzymuje si¢ wartosci sit dziatajacych
w poszczegdlnych pretach

1—coso 1 1+ cosa

Ry=t0-20176%% p 4929 1
2 3msin o 3msin o

1
R-=—0-2 .
9 2Q Q 3msin o

ZADANIE 1.7.3

W ktoérym miejscu ramy ABCD o cigzarze G = 500 N nalezy ustawi¢ wciagarke
obcigzong cig¢zarem QO = 1500 N, aby prety utrzymujace ramg¢ w potozeniu poziomym
rownowagi byty rozciagane i obcigzone sitami o jednakowych wartosciach. W punkcie
E ramy podwieszony jest dodatkowo cigzar 2G = 1000 N (rys. 1.7.3). Obliczy¢ ponadto
wartosci sit dziatajacych w pretach.

Rys. 1.7.3
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Rozwigzanie

Weciagarke z jej uktadem jezdnym i rama traktuje si¢ jako jedna calos$¢ (bryle)
z wigzami typu ciggien w postaci pretow A4, BB, CC,. Uwalniajac ten uktad od wig-
z0w, przytozono do ramy w punktach 4, B i C sily reakcji o prostych dziataniach zgod-
nych z osiami pretow (rys. 1.7.3a). Uklad sit czynnych i reakcji jest przestrzennym
ukfadem sit rownolegtych, dla ktérego mozna utozy¢ trzy réwnania rownowagi. Do
wyznaczenia jest pig¢ niewiadomych: wartos¢ trzech reakcji Ry, Rg, R oraz potozenie
punktu podwieszenia sity O okreslone dwiema wspotrzednymi x i y.

/ Jf
7 /[
/A! 2a =!D

Rys. 1.7.3a

Dodatkowe dwa réwnania, konieczne do obliczenia pigciu niewiadomych, otrzymuje
si¢, wykorzystujac warunek réwnosci sit w pretach. Odpowiednie rownania maja postac:

n
i=1

n
M,=0>-G-a—Q-y+R,-2a=0,
ix C

i=1
n
>=M;,=0-2G-a+G-a+Q-x—R,-2a=0,
i=1
R4 = Rp,
R,=R.
Z powyzszego uktadu rownan otrzymuje sie

RA:RB:RCZIOOON: xX=a, y:%a'

Proponuje si¢ w ramach samodzielnego rozwiazania wyznaczenie innego potoze-
nia weiagarki, np. przy zatozeniu, ze pret BB, jest Sciskany, prety 44, 1 CC, rozciaga-
ne, wartosci sit w pretach sa jednakowe.
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1.8. Tarcie

ZADANIE 1.8.1

Pomigdzy dwiema ptytami A0 i BO polaczonymi przegubowo umieszczony jest
jednorodny walec o cigzarze Q i promieniu 7 (rys. 1.8.1). W punktach 4 i B przylozone sa
poziome sity o jednakowych wartos$ciach P i zwrotach przeciwnych. Wspdtczynnik tar-
cia walca o ptyty wynosi W. Obliczy¢ warto$é sit P w potozeniu rownowagi uktadu,
jezeli odlegtos¢ 4B =a i kat AOB = 2q.

Rozwiazanie

Jezeli uktad nie bedzie w réwnowadze, to istnieje mozliwos$¢ przemieszczenia si¢
walca w dwoch kierunkach. Przy za matych wartosciach sit P walec moze si¢ zsungé
w kierunku przegubu O, natomiast przy za duzych wartosciach tych sit moze on zosta¢
wypchnigty w kierunku do gory. W zwiazku z tym rownowaga walca mozliwa jest przy
sifach, ktérych wartodci zmieniaja si¢ od pewnej wartosci minimalnej P, ;, do pewnej
warto$ci maksymalnej P . Wyznaczenie szukanych wartosci sit P sprowadza sig
wigc do obliczenia warto$ci granicznych P,;, i P, cO jest rownoznaczne z wyzna-
czeniem obszaru zmienno$ci wartosci sit P odpowiadajacemu potozeniu réwnowagi
uktadu.

Ze wzgledu na to, ze rozpatrywany uktad bryt jest uktadem ztozonym, rozdzieli¢

mozna go na poszczegolne czgsci (bryty) i rozwazy¢ rownowage kazdej z nich z osobna.
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Obliczenia przeprowadzono dla dwoch przypadkéw granicznych rownowagi:
1) w punktach 4 i B dzialajg sity o wartosciach P,

2) w punktach 4 i B dzialaja sily o wartosciach P,,,.

Ad1)

Na rysunku 1.8.1a pokazano uktad bryt po ich rozdzieleniu z przylozonymi sitami
czynnymi, reakcjami i sitami wzajemnego oddziatywania pomigdzy brytami.

Rys. 1.8.1a

Ze wzgledu na symetri¢ uktadu (sity tarcia 7'= 7" oraz sity normalne N = N') wy-
starczy rozpatrzy¢ rownowage bryt I 1 II. Uktad sit dzialajacych na bryte I jest uktadem
dowolnym ptaskim, dla ktérego mozna utozy¢ trzy rownania rownowagi. W danym
przypadku nie interesuje nas reakcja w przegubie 0 i dlatego wykorzystano z rownan
rownowagi dla tej bryly jedynie rownanie momentow, przyjmujac biegun w punkcie 0.
Z rownan rownowagi dla bryty I wykorzystano tylko rownanie rzutow sit na os y.

W zwiazku z powyzszym otrzymano roéwnania:
n
Y M;jy=0——Py, -dy+Ndy =0 (dla bryty I),
i=1

n
Y P, =0—-0+2Tcoso+2Nsino =0 (dla bryty II).
i=1
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Trzecie rownanie otrzyma¢ mozna z zalezno$ci pomigdzy sitq tarcia 71 reakcjg normal-
na N, tj.

T=uN.
Odleglosci d, i d, (ramiona sit P, i N wzgledem punktu 0) obliczono w oparciu
o rysunek 1.8.1

1
d, =5actgoc,

dy, =rctgo.

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan otrzymano

0 r

min — . .
sino+[Lcoso a

Ad 2)
Uktad sit przytozonych do bryl w tym przypadku pokazano na rysunku 1.8.1b.

7= 171
= 11

Rys. 1.8.1b
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Rozumujac analogicznie jak w przypadku poprzednim, otrzymuje sig¢:

n
Y My =0— Py -dy+ Ny -dy =0 (dla bryly I),
i=1

n
z Pl.y =0—>-0Q-2T,cosa+2N,sina=0 (dla bryty II),

i=1

T =pNy,

1
d, =Eactg0c,
d, =rctgo.

Rozwiazujac ten uktad rownan, wyznaczono:

r
P :L._.
T sinoi—pcosal a

Obliczone graniczne warto$ci sit P wyznaczaja zakres zmiennosci wartosci tych
sit, przy ktorych uktad bryt pozostaje w rbwnowadze, t;.

Y Tepe QO 1
a

sin o + L cos O sino—pLcoso a

ZADANIE 1.8.2

Obliczy¢ minimalng srednice¢ D,;, walcow walcarki, przy ktorej mozliwe jest je-
szcze uchwycenie walcowanego materiatu, jezeli wspotczynnik tarcia miedzy walca-
mi a materialem walcowanym wynosi [, a walcowany pret posiada przekrdj prostokat-
ny o poczatkowej wysokosci 4, 1 wysoko$ci po walcowaniu /4 (rys. 1.8.2).

Rozwiazanie

Sity wzajemnego oddzialywania pomi¢dzy walcami a materialem walcowanym po-
kazano na rysunku 1.8.2a, gdzie N sa silami (normalnymi) docisku, a 7’ sitami tarcia.
Walcowany pret bedzie weiggany pomigdzy walce, jezeli suma rzutdw sit dziatajacych
na pret, na kierunku walcowania (kierunek osi x), bedzie wigksza od zera lub w przy-
padku granicznym roéwna zeru, tzn.

M=

P, 20—2Tcosa.—2Nsino =0 (D)
1

1
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Z rownania tego, po podstawieniu 7= UWN, otrzymuje si¢ [l = tg o, wzglednie p 2 0,
gdzie p = arctgl jest katem tarcia.
Poniewaz o, > 0, z nierownosci (1) wynika tzw. warunek chwytu walcow
p=a>0 (2)

Minimalng srednice D, ;, obliczy¢ mozna z zaleznosci geometrycznych

1 1
D= (hy~h)
cosaz%zl—A—h,
=D D
2

gdzie Ah = hy— h jest tzw. gniotem bezwzglednym. Uwzgledniajac zaleznos¢ (1) otrzy-
muje si¢

pe VI

: 3)
I+u” -1
1 ostatecznie minimalng $rednice walcow
ﬂl+u2
Dyin 2—7=—=—(hy—h) C))

1+p? -1

Majac zadang $rednice walcow D, wspotczynnik tarcia U oraz zadany wymiar /
preta po walcowaniu, z nieréwnosci (3) obliczy¢ mozna maksymalna grubos¢ 4 preta,
ktéry przy zadanych parametrach moze by¢ uchwycony przez walce.

YhIFI=IT1IR= 1N

Rys. 1.8.2 Rys. 1.8.2a
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ZADANIE 1.8.3

Wyznaczy¢ warto$¢ sity P potrzebnej do zahamowania obciazonego momentem M
kota o promieniu » dwustronnym hamulcem przedstawionym na rysunku 1.8.3, jezeli:
r=0,5m,u=0,3, M=360N-m.

Rys. 1.8.3a
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Rozwigzanie

Uktad hamulcowy przedstawiony na rysunku 1.8.3 jest uktadem ztozonym. Rozpa-
trzono stan rownowagi tego uktadu, badajac rownowage jego czesci sktadowych. Po-
szczegodlne elementy (bryly) wraz z przytozonymi do nich sitami wzajemnego oddziaty-
wania i obcigzeniem sitami czynnymi pokazano na rysunku 1.8.3a, przy czym taczni-
ki AC i DE traktuje si¢ jako ciggna. Ponadto reakcje R, i R; nie sa sitami oddziatywania
pomigdzy dzwigniami O,B 1 O,F, lecz oddziatywaniem zamocowania tych dzwigni do
podtoza.

Ze wzgledu na to, Ze nie interesuja nas wartoéci reakcji Ry, Ry, Ry, R i Rp z row-
nan réwnowagi wykorzysta¢ mozna jedynie rownania momentoéw sit dzialajacych na
poszczegodlne bryly, odpowiednio wzgledem punktéw O;, O,, O i B, oraz rownanie
rzutow sil na o x dla belki CBD.

Otrzymujemy:

dla belki 0,4

n
ZMi(Ol)=0—>N1-a—2S1acosoc=0 (1)
i=1

dla belki 0,8

n
ZMi(02)=0—>N2-a+2RBxa=O (2)
i=1

dla belki CBD

n
ZMi(B)=0%Sl~bCOSOL—SZa=O (3)
i=1
n
Y P, =0- S8 cos0+Rp, =0 4)
i=1

dla belki O,F
n
ZMi(02)=O—>S2~a—3Plb=O (5
i=1

dla kota

n
i=1
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W rownaniach (1)—(6) wystepuje dziewig¢ niewiadomych, tj. Ny, T}, N,, T, S|,
S,, Rp,, P, o. Brakujace rownania otrzymano, piszac zwiazki pomigdzy sitami tarcia
a sitami normalnymi oraz z zalezno$ci geometrycznych w oparciu o rysunek 1.8.3:

Ty =uN,, T,=uUN, 7N

CcosOL =

a
va® +b? ®

Rozwiazujac uktad réwnan (1)—(8), wyznaczono P =

12ur

Otrzymany wynik §wiadczy o tym, ze przy tak narzuconych wymiarach a i b war-
tos¢ sily P zalezy jedynie od warto$ci momentu M, wspoétczynnika tarcia |l 1 promie-
nia 7, nie zalezy natomiast od wymiaréw a i b. Podstawiajac dane liczbowe do wzo-
ru (10), otrzymuje si¢ ostatecznie P =200 N.

ZADANIE 1.84

Obliczy¢ warto$é sity P potrzebnej do zahamowania bgbna hamulcem tasmowym
(rys. 1.8.4), jezeli znamy: M =300 Nm, »r=0,5m, u=0,2, [, =50, [, = L.

M

ol %

I3 0

Rozwiazanie

Rozwazono w potozeniu rownowagi dwa poduktady, tzn. bgben z tasma hamulco-
wa 1 belk¢ O4B. Oba poduktady z przytozonymi sitami biernymi i czynnymi pokazane
sa na rysunku 1.8.4a. Podobnie jak w zadaniu poprzednim utozono odpowiednie row-
nania rownowagi momentow wzgledem punktow O, 1 O, otrzymujac:

dla bgbna

n
ZMi(Ol)=0%M—Sl-r+Sz-r=0 (1)
i=1
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dla belki O4B

n
ZMI'(O)=0%S2'l3+S1'12_P(l]+12)=0 (2)

i=1

Ry L |

Rys. 1.8.4a

W réwnaniach powyzszych wystepuja trzy niewiadome, tj. Sy, S,, P, do wyznaczenia
ktorych wykorzystano dodatkowo wzor Eulera na tarcie ciggien

Sl = Szeu(x (3)
gdzie U jest wspolczynnikiem tarcia pomigdzy tasma a bebnem, a o jest katem opasania

bgbna. W tym przypadku o = %n. Rozwiazujac uktad rownan (1)—(3), otrzymuje si¢

P_M- lze“a+l3
roEM =1 +h)

a po uwzglednieniu danych liczbowych P =200 N.
1.9. Srodki ci¢zkoSci

ZADANIE 1.9.1

Wyznaczy¢ srodek cigzkosci kratownicy plaskiej zbudowanej z jednorodnych pre-
tow o jednakowych i statych przekrojach poprzecznych (rys. 1.9.1).

M:[
B
! 2 | 2! I 2/ m|77

Rys. 1.9.1
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Rozwigzanie

Prety kratownicy oznaczono przez 1, 2, 3, ..., 13 oraz przyjeto uktad odniesienia jak
na rysunku 1.9.1a, gdzie przez x;, y; oznaczono wspotrzedne Srodka cigzkosci S; i-tego

preta kratownicy (i =1, 2, 3, ..., 13).

YA
8 9 10
¢
- 2 3 4 5 6
S

=
B

A’LA 11 12 13

Xs
X
2 2/ | 2
T T
Rys. 1.9.1a

Wspotrzedne srodka cigzkosci wyznaczono ze wzorow:

13 13
Zli-xi Zli-yi
_i=l i=1

13 Ys=Tn
i
i=1

13
XA
i=1

Xg =

gdzie /; jest dtugoscia i-tego preta kratownicy.

)

Dtugos¢ poszczegodlnych pretow oraz ich srodki cigzkosci w przyjetym ukladzie

odniesienia wynosza:

lg=ly=ho=h,=hy =3 =2,

=1, =lg =\1% +41> =135,

x1=0,
x2=x8=x11=l, x5=4l,
X3 221, X6 = X10 = X13 251,

JC4=)C9=)C12=3Z, X7=6l,
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1
7 =yz=y3=y4=y5=y6=y7=gl,

Y8 =Y =yi0=1,
i =yi2=n3=0.

Podstawiajac powyzsze wartosci do wzorow (1) otrzymuje sig:

IPN5 4207 +302 35 + 417 + 51235 + 617 + 217 + 612101% + 217 + 617101%

Yo = 31,
S I+ IN5 +1+I5 + 1415 +1+20+20+21 + 21+ 21+ 2]
Tp tpslp tps e Lo g 1o a0 50
pg=2 2 2 2 2 2 2 -1
I+ + 1+ I35 +1+IN5 +1+20 + 21+ 21+ 21 + 21 + 21 2

. . . 1
Potozenie Srodka cigzkosci o wspotrzednych xg =3/, yg = El mozna bylo w tym przypad-
ku przewidzie¢, uwaznie analizujac konstrukcj¢ kratownicy, tj. roztozenie jej pretow.
ZADANIE 1.9.2

Obliczy¢ wspohrzedne srodka cigzkosci pola przekroju ztozonego z dwoch jedna-
kowych katownikow (rys. 1.9.2) o wymiarach 40 x 40 X 4 mm.

4.4
o

VV‘
!40'40_}1'

¥ 1

Rys. 1.9.2

Rozwiazanie

Ze wzgledu na symetri¢ przekroju przyjeto uktad odniesienia jak na rysunku 1.9.2a
1 w zwiazku z tym wspotrzedna x, Srodka cigzkosci wynosi: x, = 0. Wspolrzedng y
obliczono ze wzoru

n
ZAI‘ Vi
Vs _lzln— 3)

gdzie A; jest i-tym polem figury o znanej wspotrzednej y; jego srodka cigzkosci.
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W zwiazku z tym dokona¢ nalezy podziatu przekroju na poszczegolne powierzch-
nie o regularnych ksztattach i znanych polach oraz wspotrzednych srodkow cigzkosci.
Przyjeto trzy sktadowe powierzchnie catego przekroju (rys. 1.9.2a), dla ktorych:

Ay =A;=36 x4 =144 mm?,
Ay =40 x 8 =320 mn?,

Y1 =y3=2mm,
¥, =20 mm.
Y
{
A2 -
SN
S8
- Sz o
I~ *
I~
> AS ° A3S;
‘ >_U:1 - /1;1 o ~ 3; e X=>
YL 36 44 36
o
Rys. 1.9.2a
Korzystajac ze wzoru (1), obliczono
144-2+320-20+144-2
= = 1 1,4 mm.

Js 1444320+ 144
Srodek cigzkosci przekroju lezy w punkcie S o wspotrzednych:

x,=0, y,=11,4 mm.

ZADANIE 1.9.3

Obliczy¢ wspotrzedne srodka ciezkosci figury ptaskiej pokazanej na rysunku 1.9.3.
W figurze wycigte sa dwa otwory: kotowy o promieniu 5 cm i kwadratowy o boku 10 cm.

Rozwiazanie

Zadanie mozna rozwigza¢, stosujac metod¢ podziatu catego pola na pola elemen-
tarne, podobnie jak w zadaniu 1.9.2. Wycigte otwory uwzglednia si¢, odejmujac iloczy-
ny ich pol i srodkow cigzkosci oraz powierzchnie otwordw we wzorach na wspolrzedne
srodka cigzkosci. Przyjeto podziat na pola elementarne oraz uktad odniesienia jak na
rysunku 1.9.3a.

Powierzchnie pol elementarnych oraz wspotrzedne ich §rodkow ci¢zkosci wyno-
sza odpowiednio:

A; =200 -600=12 - 10* mm?,
A, =200-300=6-10* mm?,
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4
4y =10 785,104 mm?,
4

A, =100 - 100 =10* mm?,

x; =300 mm, y; =100 mm,
x,=300mm, y, =200+ 150 =350 mm,
X;=300mm, y;=500— 100 =400 mm,
x4 =600 —100 = 500 mm, ¥4 = 100 mm.

200 200

100

100
S,

100

300

N\
\
s
i

7100
600
Rys. 1.9.3
4
200 200
100
§ Vi
- =)
. “ A3 Q
[«) !
™
100
%
. SN \ . 3
& Ys 'Aj——i X «
A N )
0 -
Xs 7100
600

Rys. 1.9.3a
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Wspotrzedne srodka cigzkosci obliczono ze wzoréw:

4 4
ZAi-xi ZAi-yi
i=1 _i=l

—’ yS_—

4 4
24 24
i=l1 i=1

Podstawiajac odpowiednie wartosci do wzorow (1), otrzymano:

)

Xg =

_ (12-300+ 6-300 - 0,785-300—1-500) - 10*

=287,7 mm,
(12+6-0,785-1)-10*

s

_ (12-100+6-350 - 0,785 - 400 —1-100) - 10*
(12+6-0,785-1)-10*

§ =178 mm.

Potozenie srodka cigzkosci pokazane jest na rysunku 1.9.3a

ZADANIE 1.94

Wyznaczy¢ wspohrzedne Srodka cigzkosci jednorodnego preta AB wygietego
w ksztatcie tuku o promieniu R i kacie srodkowym 2a.. (rys. 1.9.4).

Rys. 1.9.4

Rozwiazanie

W odréznieniu od poprzednich zadan w tym przypadku nie mozna zastosowac
metody podziatu na elementarne odcinki (jak w zadaniu 1.9.1) i wykorzysta¢ wzory
sumacyjne na wspotrzedne srodka cigzkosci. Wykorzystano wzory catkowe dotyczace
linii ptaskich w postaci:

[ xdl [ el
_ AB _ AB
e T ar
AB AB

gdzie dl jest dtugoscig elementarnego tuku wydzielonego z tuku AB. Ze wzgledu na to,
ze tuk AB jest w ksztalcie wycinka okregu, wygodnie jest uzalezni¢ wspotrzedne x 1 y
oraz d/ od kata @. W przyjetym uktadzie odniesienia jak na rysunku 1.9.4a, ze wzgledu
na symetri¢ wzgledem osi y, x, = 0.
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Uwzgledniajac oznaczenia jak na rysunku 1.9.4a, otrzymuje si¢:

Xx=Rsin@,
y=Rcoso,
dl =Rd ¢.

&

%p

fzd:

Rys. 1.9.4a

Otrzymuje si¢ zatem:

x, =0,
o
'[Rcos(de(p R sin ol '
y, = . Q s1n((xp|_(x _rsmo
_[Rd(P Pl

Rys. 1.9.4b

Wzor na wspotrzedng y, mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia potozenia srodka
cigzkosci wycinka kotowego o promieniu R i kacie 2o (rys. 1.9.4b).
Wydzielajac elementarny wycinek o kacie d ¢, mozna traktowac go jak trojkat, w kto-

rym $rodek cigzkosci lezy w odlegtosci %R od érodka kota (punkt 0). Srodki cigzkosci

wszystkich sktadowych elementarnych wycinkéw beda wigce leze¢ na tuku o promieniu

2 . . .
ER. Wspotrzedne srodka cigzkosci wycinka kotowego wynosza

2 Rsino
x, =0, J’SZE .
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ZADANIE 1.9.5
Obliczy¢ srodek ciezkosci jednorodnej figury plaskiej ograniczonej hiperbola

Xy = iaz iprostymix =a,y =a (rys. 1.9.5).

a ‘%
1.2 142
S~y =i 3a A

|
|
!
X a

X
0 a " 0 la s
Rys. 1.9.5 Rys. 1.9.5a
Rozwigzanie

Do wyznaczenia srodka cigzko$ci wykorzystano wzory catkowe dla figur ptaskich:

H xdxdy U ydxdy

Xy =, Vs =L——.
H dxdy “ dxdy
4 4

Figura posiada o$ symetrii — o§ 0/ (rys. 1.9.5a), a wigc x; = y,, wystarczy wigc

obliczy¢ tylko jedna wspotrzedna, np. x,.
Obliczajac calki:

a a a a2 9
J‘J.xdxdy=j xdx j dy=J' ax—— ldx=—a°,
y h &2 s 4 32

4 4x 4

a’ a’
a—— | dx=—(3-1n4),
4x 4

J-J.dxdy= jq dx Jq dy=
4 a

a 2
4 4x

Bl o

a nastgpnie x, = 8(3——114)’ otrzymuje si¢ x, =y, = 0,697a.



2. Kinematyka

2.1. Uwagi metodyczne dotyczace rozwigzywania zadan
z kinematyki

Kinematyka jest dziatem mechaniki, ktéry zajmuje si¢ badaniem ruchu ciat bez
uwzglednienia przyczyn wywotujacych ruch. Ruch jest pojeciem wzglednym i dlatego
badajac go, nalezy zawsze okresli¢ uktad odniesienia wzgledem ktérego ruch jest roz-
patrywany. Wyr6znia si¢ dwa zasadnicze uktady odniesienia: wzgledny (ruchomy)
i bezwzgledny, traktowany w danym przypadku jako nieruchomy. Jezeli wybrany uktad
odniesienia przyjmuje si¢ umownie za nieruchomy, to ruch wzgledem takiego uktadu
nazywa si¢ ruchem bezwzglednym. W przeciwnym przypadku ruch nazywa si¢ wzgled-
nym. Podstawowym celem kinematyki jest opisanie ruchu bryl, tzn. takie podanie opisu,
aby mozna bylto na tej podstawie okresli¢ tor, predkos$¢ i przyspieszenie dowolnego
punktu bryl. W kinematyce wykorzystuje si¢ dwie grupy metod: metody analityczne
i metody graficzne, przy czym metody graficzne stosowane sa do wyznaczania parame-
trow ruchu w okreslonych, chwilowych potozeniach uktadéw materialnych. Bryta trak-
towana jest jako zbior punktow materialnych i w zwigzku z tym badanie ruchu bryt
poprzedzone jest badaniem ruchu punktu.

Kinematyke, ze wzgledéw dydaktycznych, dzielimy na kinematyke punktu i kine-
matyke bryty.

Do opisania ruchu punktu wykorzystuje si¢ w przyjetym ukladzie odniesienia
okreslone wspolrzedne, podajac je w zaleznosci od czasu. Otrzymuje si¢ w ten sposob
kinematyczne rownania ruchu punktu bedace podstawg do wyznaczenia trajektorii,
predkosci i przyspieszenia punktu. W przypadkach szczeg6lnych, tj. w ruchu jednostaj-
nym i jednostajnie zmiennym, mozna korzysta¢ ze znanych wzoréw na przemieszcze-
nie i1 predkos¢ punktu. W innych przypadkach wykorzystuje si¢ w tym celu rachunek
rozniczkowy i catkowy.

Opis ruchu bryt zalezy od rodzaju ruchu bryt. W zalezno$ci od narzuconych wig-
z6w wyrodznia si¢ ruchy proste, np. ruch postgpowy, i ruchy ztozone, np. ruch ptaski.
Kazdy z ruchéw bryt opisuje si¢ odpowiednimi dla danego przypadku kinematycznymi
roOwnaniami ruchu odpowiadajacymi liczbie stopni swobody bryty. Kinematyczne row-
nania ruchu bryly pozwalaja na wyznaczenie w przyjetym uktadzie odniesienia rownan
ruchu dowolnego punktu bryly, a zatem toru, predkosci i przyspieszenia tego punktu.



72

KINEMATYKA

Celem wyznaczenia parametrow kinematycznych dowolnego punktu bryty mozna wigc
przyjac nastepujacy tok postgpowania:

rozpoznac ruch bryty,

przyja¢ uktad odniesienia,

wykorzysta¢ kinematyczne rownania ruchu bryly do zapisania réwnan ruchu
wybranego punktu,

wyznaczy¢ szukane parametry ruchu.

W przypadku zastosowania metod graficznych wykorzystuje si¢ przede wszyst-
kim wektorowe rownania predkosci i przyspieszen wiasciwe dla danego rodzaju ru-
chu bryly, a nastgpnie wyznacza si¢ parametry kinematyczne w chwilowym potozeniu
bryty. Analiza ruchu pod wptywem dziatania sit omowiona jest w czg¢sci dotyczacej
dynamiki ruchu.

2.2. Kinematyka punktu

2.2.1. Wyznaczanie rownan ruchu, predkosci, przyspieszen oraz toru

ZADANIE 2.2.1

Ruch punktu K opisany jest wektorem wodzacym 7 = (1—¢)i + (¢ —1)/; i, j — wer-
sory plaskiego kartezjanskiego ukladu odniesienia, » w [m], # w [s]. Wyznaczy¢ réwna-
nie toru, predkos¢ i przyspieszenie oraz prawo ruchu po torze.

Rozwiazanie

Predkos¢ punktu jest rowna

R
dt '

Wspohrzedne wektora predkosci wynosza: v, = —1 m/s, v, =1 m/s, a wartos¢ pred-
kosci v=1[v§ +v§ =\5 m/s.

Przyspieszenie punktu jest rowne

_ dv d*F
a="=""1.
dt  dr?

Dla wyznaczenia rownania toru wykorzysta¢ mozna wspoirzedne wektora 7, tj.
x=1—t[m],y=1t—-1[m] (réwnania skonczone ruchu). Rugujac z powyzszych rownan
parametr ¢ (czas), otrzymuje si¢: y = —x, czyli rOwnanie prostej w uktadzie Oxy, przy
czym torem jest potprosta dla = 0 (rys. 2.2.1).
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*Y

xg=1 =X>
0 |
J’\\“f— % K :
o |
!
I
I
|
|
& )
i
|
Yo=-1 I
A 0 "
Rys. 2.2.1

Prawo ruchu po torze otrzymaé mozna wykorzystujac zaleznos¢

ds =+ldx? + dy?, gdzie dx=x(t)dt i dy=y(t)dt,

czyli dx = —dt, dy = dt, a nastgpnie rozwiazujac rownanie

ds =+:2 dt
wraz z warunkami poczatkowymi ruchu, tj. dlaf=¢,=0,x=xy=1m, y=y,=-1m
skad s =s¢ =w1x§ +y§ =2 m.

Dokonujac odpowiednich obliczen, otrzymano prawo ruchu po torze y = —x w po-

staci s =+/2(1-1) [m].

ZADANIE 2.2.2

Z podanych rownan ruchu punktu wyprowadzi¢ réwnanie toru oraz wyznaczy¢
predkos¢ 1 przyspieszenie w funkcji czasu:

a) x=2t+1, y=r~-2t+3,

b) x= 27— 4, y= 0,51‘2 —t, gdziex,y,w[m], tw [s].

Rozwiazanie

Ad a)
Rugujac z obu réwnan parametr ¢ (czas), otrzymuje si¢ rownanie paraboli

y= Z(x2 —6x+17), przy czym torem punktu jest gataz paraboli, dla >0, tj. dlax > 1,

a polozenie poczatkowe 4, punktu dla ¢ = ¢, = 0 okreslone jest wspotrzednymi x =
=xp=1m,y=y,=3m(rys. 2.2.2).
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\
\
\
\
\
N\
1_7 __5.\\
£ sl
2 t A, — extremum
[
— =x>
0 3 2

Rys. 2.2.2

Wspotrzedne predkosei v sa rowne: v, =x =2 m/s, vy, = y =2t +2 m/s,a wspohrzed-

ne przyspieszenia a: a, =0, a,=2 m/s”. Obliczajac v = ﬁvi + vi ia= ﬁai +a?, otrzy-

mano zaleznos$¢ predkosci 1 przyspieszenia od czasu w postaci: v =2 2 =2t+2 ms,
a=2 m/s? (const).

Ad b)
Rugujac z obu rownan parametr czasu #, otrzymuje si¢ rownanie prostej y = Zx.

Punkt porusza si¢ po potprostej dlax =21 y = 5 co wynika z analizy rownan:
20 —4t—x=0i057-t—y=0 dlaczasow rzeczywistych.

Obliczajac wspotrzedne predkosci v, =X =4(t—1) m/s, v, = t — 1 m/s, otrzymuje
si¢ wartos¢ v = NG | (t—1) | m/s, a nastepnie obliczajac a, =i =4 m/s? i a,=y=1 m/s?,
wartos¢ przyspieszenia a = +/17 m/s.

ZADANIE 2.2.3

Dane sa trzy rownania skonczone ruchu punktu:

_ 1, (1
a) x=2cos (Et ) y—ZSm(Et ),

b) x=2t2, y=1,5t2,
¢ x=t y=0,52, x,ywl[m] ¢w][s]

Obliczy¢ predkosé, przyspieszenie 1 promien krzywizny toru dla ¢ = —m [s]. Wy-
znaczy¢ takze rébwnanie toru i prawo ruchu po torze. 2
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Rozwigzanie

Ad a)
L . 4 . (1 » . 4 1 5 ‘x .
Obliczajac v, =x= —psin| ¢ vy=p=_tcos| 17 wartos¢ predkosci
wyznaczono z zalezno$ci

4
v(t)= vy +vy =—t skad v(4)=2 ms.

Obliczajac

.4l (1 2 1
a, x=——|:s1n [—t2)+—tzcos (— tzﬂ,
Y Y Y Y
. 4 1 2 5. (1
a, y=—[cos[—tz)——t2s1n(—t2]:|,
Y Y Y Y

Wwyznaczono
4 . 2

a)=—Nm* +4r* i a(t)==N4+n? mis®
Y Y

Promien krzywizny toru wyznacza si¢ z zaleznosci a, =

2
F;
4

. . d .
niewaz a=4la? +a2, stad a,=+a’ —a}, gdzie ar=7‘}=—m/sz. Podstawiajac
t

i
obliczone wartosci predkosci, przyspieszenia catkowitego i1 stycznego, otrzymuje si¢

p(®) = p (¢;) = 2 m. Réwnanie toru otrzymano z rownan skonczonych ruchu rugujac
znich parametr ¢. Torem jest okrag (rys. 2.2.3a) o rownaniu x, + y, =4, ktdrego promien
krzywizny w kazdym punkcie rowny jest promieniowi okr¢gu i wynosi 2 m, co jest
zgodne z obliczonym promieniem krzywizny p(#). Prawo ruchu po torze wyznacza si¢

. 4 2 .
z zaleznosci s = j vdt+ C, a zatem s = '[ = tdt+C = E 2+C (punkt O, pokrywa si¢
z potozeniem poczatkowym).

Rys. 2.2.3a

Przyjmujac warunki poczatkowe: ¢t = 0, s = 0, obliczono statg calkowania C = 0,

. . , 2
i prawo ruchu po torze ma ostatecznie postac s = = > m.
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Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze punkt porusza si¢ po okregu ruchem
jednostajnie przyspieszonym.

Ad b)
Dokonujac obliczen analogicznie jak w przypadku (a), otrzymano:

ve=k=4t, v, =y=3, w5)="5, v(tl)zgnm/sz,

4, a,=y=3 a(t)=a(t)=5ms,

a,=x=

s
ay wlaz—a% ’
dv(l):

gdzie a, = 5m/s? i a; =a=a(t),z czego wynika, ze promien krzywizny p = oo
i punkt porusza si¢ po torze prostoliniowym. Rugujac z rownan skonczonych ruchu
parametr ¢, otrzymuje si¢ rOwnanie prostej y= %x. Torem jest poiprosta odpo-
wiednio dla 7> 0, tzn. dlax > 01y = 0 (rys. 2.2.3b). Przyjmujac warunki poczatkowe
ruchu: =0, s = 0, otrzymano prawo ruchu po torze w postaci s = Etz’ tak wigc w tym

przypadku punkt porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym prostoliniowym.

1 ot
I
1
N N
:
0 I X
s - 1
Rys. 2.2.3b

Adc¢)
Postepujac identycznie jak w przypadkach (a) i (b), otrzymano:

1
L vy=y=t, v()= 1422, v(t1)=5«/m

X:x

a,=¥=0, a,=y=1, a()=a(t)=1m/s>,
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)t

U 2
—t=—, a.())=——ms5",
1442 Va+n?

p(t)= (1 +1*)V1+12, p(t1)=%(4+1'c2) 4+ m.

gdzie a; =

Torem jest czes¢ paraboli y = 0,5x%, (réwnanie paraboli otrzymuje si¢ z rownan skof-
czonych ruchu po wyrugowaniu parametru ) dlaz >0, tzn. dlax>0iy >0 (rys. 2.2.3c).

¥ ;

v
&
Qﬂ
/
N
\ S
N ~ X
7) - —--
Rys. 2.2.3¢

Przyjmujac warunki poczatkowe ruchu: ¢ = 0, s = 0, z zaleznosci s = jvdt +C.
otrzymano prawo ruchu po torze w postaci

s=%(tx/1+t2 +1n [t +41+22 )

Ruch punktu w tym przypadku jest ruchem krzywoliniowym niejednostajnie
zmiennym.

ZADANIE 2.2.4

Na rysunku 2.2.4 przedstawiono schemat mechanizmu korbowego o zadanych dtu-
gosciachO4A=R=1m,AC=CB = %AB = 0,5 m. Majac dane réwnanie ruchu korby
OA, ¢=2¢t rad, obliczy¢ predkosc 1 przyspieszenie punktu C lacznika oraz punktu B su-

o T
waka w chwili ¢ = 3 .
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Rozwigzanie

Roéwnania skonczone ruchu punktu C otrzymano, obliczajac wspotrzedne x,. 1 y,
(trojkat OAB jest trojkatem rownoramiennym w kazdym potozeniu mechanizmu):

xc =0Acos @+ ACcos@z%Rcos(Zt),

Yc = OAsin(p—ACsin(pzéRsin (21).

Wspotrzedne predkosci oraz wartos¢ predkosci punktu C wynosza:

v, =Xc =-3Rsin(2?),

vy, =yc = Rcos(2t),

Ve =\/x% +j% = R\/Ssin2(2t)+l, vC(tl):\/g m/s.
Wspotrzedne przyspieszenia oraz wartos¢ przyspieszenia punktu C wynosza

a, =Xc =—6Rcos(2t),

a, =yc=-2Rsin(21),

ac =+ 5% + 52 =2Ry8cos? (20)+1, ac (1)) =25 mis.

Rys. 2.2.4a

Torem punktu C jest elipsa (rys. 2.2.4a) opisana rOwnaniem
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otrzymanym z réwnan skonczonych ruchu po wyrugowaniu parametru ¢. Potozenie po-
czatkowe punktu C na torze odpowiada chwili 7, = 0 i jest okreslone wspoirzednymi

xC(O)zgR, yc(0)=0, zas xc(tl)ziﬁR.

Promien krzywizny toru w chwili ¢, = 0 jest rowny pg = ER 1 jest mniejszy od potosi
2

[2 .2
a —Vv

Obliczajac predkos¢ i przyspieszenie punktu B, otrzymuje sig:

elipsy rowne;j %R. Otrzymamy go ze wzoru p =

1
XpB =2RC0521, xB(t1)=Z«/ER,
vp =Vp, =—4Rsin2t, ap =ap, =—8Rcos2t,

ve(t) =242 mis, ag(t)=—-4J2 m/s>.

Znaki ujemne oznaczaja, ze w chwili ¢, zwroty predkosci i przyspieszenia s prze-
ciwne do zwrotu osi x (W rzeczywistosci sa to wspotrzedne tych wektorow na osi x).

ZADANIE 2.2.5

Korba OA4 ptaskiego mechanizmu (rys 2.2.5) porusza si¢ zgodnie z roOwnaniem
¢ =kt rad, k = const > 0 w rad/s, ¢t w [s]. Wyznaczy¢ predkos$¢ i przyspieszenie punktu C
oraz rdwnanie jego toru, jezeli OA = OB =R, AC=1,1>2R.
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Rozwigzanie
Przyjmujac uktad odniesienia jak na rysunku 2.2.5a, obliczono wspotrzedne punk-
tu C, a nastgpnie po ich zrézniczkowaniu predkosc 1 przyspieszenie.

Rys. 2.2.5a

xc =0Acos@+ ACsin%, yc =0Asin(p—ACcos%,

t.:
(1
Xc = Rcos (kt) +Isin (E kt }
. 1
Yc = Rsin (kt) — I cos (Ekt }
. 1 1 .
Vv, =Xc =k Elcos Ekt — Rsin (kt) |,
) 1, . (1
v, =yc =k Rcos(kt)+5151n Ekt ,

v:,/v2+v2 — k12 + R~ Risin| Lr ,
x 4 2

a,=X%c=- 2[%lsin(%ktJ+Rcos(kt):|,

1 1
= §e = k*| —1cos| — |~ Rsin (kt ,
9y =Je [4 (ZktJ ( )]

a, =3¢ + ¢ =k2\/%12 +R? —%Rlsin(%kt].
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Korzystajac z zaleznosci cos? %kt = % [1 + cos (kt)] i cos? (kt) + sin? (kt)=1, po

wyrugowaniu parametru ¢ z rOwnan skonczonych ruchu punktu C, otrzymuje si¢ rOw-
nanie toru tego punktu

2+ = RPP =2 —4R2) (= R)? 12 (22 +4RY) = 4IR A (x— R)> + 7 =12 =0,

ZADANIE 2.2.6

Dany jest schemat kinematyczny napgdu jarzmowego suportu strugarki (rys.
2.2.6), do ktorego w punkcie N mocowany jest ndz strugarki. Suport wykonuje ruch
poziomy, natomiast jarzmo BC ruch wahadlowy na skutek obrotowego ruchu korby O4
polaczonej suwliwie z jarzmem A4.

Obliczy¢ predkosé i przyspieszenie noza, jezeli OC =1, OA =r, BC = R i predkos¢
katowa korby m, = const.

Rys. 2.2.6 Rys. 2.2.6a

Rozwiazanie

Predkos¢ 1 przyspieszenie noza strugarki wyznaczy¢ mozna, uktadajac réwnanie
skonczone ruchu punktu N. Korzystajac z pomocniczego schematu obliczeniowego
(rys. 2.2.6a), wyznaczono

x =xp=BCsin@,.
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Funkcje¢ sin@, wyznaczono, korzystajac z zaleznosci trygonometrycznych w trojka-
tach ODA, CDA i COA. Z AODA i ACDA otrzymuje si¢ DA = r sing = AC sin@,, skad

sin @, = ALCsin 0.

Z ACOA otrzymuje si¢ CA = \/r2 +1% +2rlcos ¢©. Po podstawieniu BC = R, ¢ = ot
(korba porusza si¢ ruchem jednostajnym) otrzymuje si¢

¥ sin @yt

ﬁn(plz

P2+ 12 +2rlcosgt

oraz skonczone rownanie ruchu punktu N

Rrsin oyt

x= .
\/r2 +1? + 2rl cos wyt

Predkos¢ 1 przyspieszenie punktu N rowne sa odpowiednio:

[(r2 +12)cos0)0t +2rl]\/r2 +1° +2rl cos wyt

(r* +1% + 2l cos (J)Ot)2

V= x ::IQI(DO

>

o P12 + 12y cos gt + 67212 — (72 + 122 |72 + 1+ 2r1cos oyt
a=Xx= Kr .
‘ (r* +1% +2ricos (J)Ot)3

Otrzymane zwiazki mozna poddac dalszej analizie, wyznaczajac np. ekstremalne
wartosci predkosci 1 przyspieszenia noza strugarki i odpowiadajace im potozenia po-
szczegolnych elementow mechanizmu.

ZADANIE 2.2.7

Dany jest promien » =1 m prowadnicy i prawo ruchu punktu K (tulejki —rys. 2.2.7)
W postaci s(t)=2singt [m]. Wyznaczy¢ predkos¢ 1 przyspieszenie liniowe tulejki K

w chwili, gdy osiagnie ona najwyzsze potozenie na prowadnicy.

s(t)

7777777777

Rys. 2.2.7
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Rozwigzanie
Ruch punktu K w tym przypadku zadany jest wspotrzedna naturalng s = s(¢). Pred-
kos¢ oblicza si¢ z zaleznosci

ds = T
y=—=—cos—L.
dt 2 4

Sktadowe przyspieszenia catkowitego oblicza si¢ z zaleznosci:

przyspieszenie styczne

dv .
a, =—=——sin—1,
dt 4

przyspieszenie normalne

vy wt o
=—=—=—cos" —t.
4 4

P r

ay

W najwyzszym polozeniu punktu K odpowiadajacemu katowi o)) = T w chwi-
. o T-r 2
li #; dtugos¢ tuku s(#)) = -
Czas t; obliczono z réwnania s(¥)

ZSinEtl =Ir
4 2

Podstawiajac » = 1 m, obliczono ¢, = 1,14 s.
Podstawiajac czas ¢, najwyzszego polozenia punktu K, otrzymano:

V() =0,981m/s, a.(f)=-0961m/s>, a,(t)=0962 m/s,

a(ty) =+Ja2(t) +a> (1) =135 m/s>.

Zadanie to rozwiaza¢ mozna takze, wykorzystujac fakt, ze punkt K porusza si¢ po
okregu, 1 w zwigzku z tym nalezy zastosowac odpowiednie w tym przypadku wzory:

V=WM-r, a;=€-r, anzcozr, a=r\/£2+co4,

gdzie: =06, €=0, o=—=.

ZADANIE 2.2.8

Wyznaczy¢ réwnanie ruchu punktu po trajektorii oraz warto$¢ wspotrzednej natu-

ralnej s, droge s* po czasie t;, = 5 s, jezeli predkos¢ v="gin an t[m/s] 1 w chwili
poczatkowej £, =0, s = 0. > 15
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Rozwigzanie

Ruch punktu po trajektorii opisuje wspotrzedna naturalna s(z), ktéra wyznacza sie
z rOwnania

ds _
dt
Rozwiazujac powyzsze réwnanie z uwzglednieniem warunkéw poczatkowych,
otrzymuje si¢

s=é 1—-cos 4—nt [m].
4 15

[mis

v, tzn. s= jvdt+C.

s(tk)

N

| I
| I
0 | | t
I =375 tx=5 | 15 Is]
| | |
I | [ |
121 v | | | I
I | | I
| | || I
1 L |
in | ! C ‘
I | Pl |
0 | i l l !
' | Is]
Wl\ |
in l
Rys. 2.2.8

Przebieg zmian w funkcji czasu wspotrzednej s(¢) 1 predkosci v(¢) przedstawia ry-
sunek 2.2.8. Potozenie punktu w chwili #, = 5 s okresla wspotrzedna

, 4
s(ty) =K Ky, =% (l—cos % e ): L125 m.

Drogg przebyta w tym czasie przez punkt wylicza si¢ z zaleznosci
4 4 4
s,t = j |v|dt = j vdt — j vdt
0 0 4

1 jest ona rowna liczbowo polu zakreskowanemu na wykresie predkosci.
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Obliczajac
. ‘4 ¢ am
Sj =z _[sin 2T - _[ sin — tdt |,
slo 15 s
otrzymano
s; =1,875m.
Droge s, mozna rowniez obliczy¢ z zaleznosci

s; = KoK, + K, K| =2K K, —s(t;) =1875 m.

ZADANIE 2.2.9

Punkt A porusza si¢ wedtug prawa ruchu s = # [cm] po okregu o réwnaniu x> +)° = 4.
Poczatkowe poloZzenie punktu na torze okreslaja wspotrzedne x, = 2 cm, y;, = 0 i ruch
rozpoczyna si¢ w stron¢ dodatniej osi y (rys. 2.2.9).

V

Ay

| B

Rys. 2.2.9

Wyznaczy¢ polozenie punktu 4 na torze w chwili, gdy warto§¢ przyspieszenia
a,=3,71 cm/s>.

Rozwigzanie

Potozenie punktu A na torze w zadanej chwili #* wyznaczy¢ mozna, okreslajac
wspotrzedne punktu x(#*), y(#*) w momencie, w ktorym jego przyspieszenie jest row-
ne a,. Z prawa ruchu s(¢) obliczy¢ mozna predkos$é v =s = 2¢ i przyspieszenie styczne

. . . . Vz 412 2
a, =§ =v =2, a nastgpnie przyspieszenie normalne a, = N3 = - =2t".

Znajac warto$¢ przyspieszenia catkowitego a, w chwili #*, czas * wyznaczy¢ moz-
na z zaleznosci

ay =\/a$+a§ =\/4+4(t*)4.
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Podstawiajac a, = 3,71 cm/s%, otrzymano r* = 1,25 s.
Wspotrzedne punktu 4 w chwili #* wyliczy¢ mozna, korzystajac z rbwnania toru

X, +y, =412z zalezno$ci ds = \/abc2 + dyz. Rézniczkujac rOwnanie toru, otrzymuje si¢
. . . d
xdx + ydy = 0, a nastgpnie, podstawiajac y =\/4—x2, wyznacza si¢ dy =— T

2dx Va4 —x?
\/4—)62 .

Catkujac powyzsze rownanie przy warunkach poczatkowych ¢, =0, x, =2, 5, = 0,
otrzymano

s = 2(arc sin i—n)
2

Podstawiajac s = s(t*) = (t*)z, z powyzszego réwnania obliczono wspotrzedng
x(t*) = 1,41 cm, a nastgpnie z rownania toru wspotrzedng y(#*) = 1,41 cm.

Potozenie punktu 4 w chwili ¥ mozna rowniez wyznaczy¢, gdyz znany jest tor
ruchu, wystarczy wiec okresli¢ potozenie punktu na torze wzgledem potozenia poczat-
kowego. Obliczajac jak poprzednio czas #* = 1,25 s potozenie punktu okreslono, obli-
czajac s(t*) = (t”‘)2 =1,5625 cm.

oraz ds =

ZADANIE 2.2.10

Ciagnik B (rys. 2.2.10) holuje wozek A4 za pomoca linki AB o dlugosci /. PoloZzenie po-
czatkowe ciagnika B wyznacza odcinek /;,. Roznica pozioméw jazdy ciagnika i wozka
wynosi h. Wiedzac, ze wartos¢ predkosci ciagnika jest stata (v, = const), wyznaczy¢
warto$¢ predkosci i przyspieszenia wozka A po przebyciu przez ciagnik drogi s; = 3/,

A

H
Ll 77NN 7 NN 707 S
N
A _
z V,
g B 1y
N C
YL SN Y4
IO Sq
Rys. 2.2.10

Rozwiazanie

Polozenie ciagnika (punkt B|) i wozka (punkt 4,) po przebyciu drogi s pokazano
na rysunku 2.2.10a, przy czym — zaktadajac, ze linka 4B jest nierozciagliwa — zachodzi
AB = A4,B, = 1. Droga ciagnika (punkt B) w ruchu jednostajnym (v, = const) wyraza si¢
wzorem BB = vit.
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A
A sy Y

rrrrrz7z

2

Vit

Rys. 2.2.10a
Korzystajac z rysunku 2.2.10a, otrzymano:
s=AH — AH,
AH = A B, — HB, =1 —+/h* + (I, + BB, )?,
AH = AB—HB =1—h* +13.

Podstawiajac BB, = v,¢, otrzymano s = \/h2 +(ly + vlt)2 - \/h2 + 13.
Obliczajac odpowiednio pochodne, otrzymuje si¢ predkos¢ i przyspieszenie wozka A:

== (lo + vt
\/h2 + (lo + Vlt)z
S vlzh2
a=v=

=5 = .
[hz +(lo +V1t)2] h2 +(lo +V1t)2

>

Czas t. przebycia drogi 3/, wyznaczamy z rownania BB, = vf, podstawiajac

BB, = 3l,, skad 7~ —%. Po podstawieniu i przeksztalceniach otrzymano:
1 0 c p p y

V1
4V1[0

Wic) =—F——,

Jh? +1612

2,2
141 h

a(tc)= .

(n? + 16120 +1612

Jednostajny prostoliniowy ruch ciagnika B powoduje zmienny ruch wozka A.

Spowodowany jest on w tym przypadku zmienna w czasie struktura geometrii wigzow
wynikajaca ze zmiany kata nachylenia liny na odcinku HB.
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2.3. Kinematyka bryly

2.3.1. Ruch postepowy i obrotowy

ZADANIE 2.3.1

Dla przektadni jak na rysunku 2.3.1 dane sa: katy kot stozkowych o= 60°, § = 30°,
liczba z¢bdéw przektadni walcowej z; = 30, z, = 90.

Rys. 2.3.1

Obliczy¢ liczbg obrotoéw na minutg # watlu odbierajacego, jezeli wartos¢ predkosci
katowej watu napedzanego wynosi ®; = 600 s

Rozwigzanie

Przektadnia ztozona jest z dwoch zespotow: zespotu przektadni stozkowej i zespo-
hu przektadni walcowej, przy czym mate koto stozkowe i mate koto walcowe obracaja
si¢ ze wspolna predkoscig katowa m,. Promienie podziatowe kot stozkowych obliczone

. . . . a .
w zaleznosci od dtugosci tworzacej O4 wynosza 1 = OAsin > 7, = OA4sin 5

Oznaczajac predkos¢ katowa watu odbierajacego przez s, napisa¢ mozna dla obu
zespotow zaleznosci:

.o
SIHE
V=01 =01, Skqd () =0)1—1=0)1 ,
}’2 . B
SIHE
0)2 Zy . ]
——=— 1 03=0,—.
w3z Z

Predkos¢ katowa watu odbierajacego wynosi wigc
.o
zysin—

5

Z, sin 5

03 =0y
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Uwzgledniajac, ze s =E, otrzymuje si¢ liczb¢ obrotéw na minutg watu odbie-
rajacego 30

.o
300,z s1n5
n=———-—="%,

B

Tz, sin —
72
a po podstawieniu danych n = 3690 obr/min.

ZADANIE 2.3.2

Dana jest przektadnia cierna, w ktorej wat I moze przemieszczaé si¢ w kierunku
osiowym (rys. 2.3.2).

of A s A"
T
IsEaANl
N
-
JC”
Rys. 2.3.2

Promienie kot przektadni wynosza » = 0,5 cm, R = 15 cm. Wiedzac, ze wat I wyko-
nuje n; = 600 obr/min i przemieszcza si¢ po osi wedtug rownania d = (10 — 0,5¢) [cm],
obliczy¢ wartos¢ przyspieszenia katowego watu II €; w zalezno$ci od przemieszcze-
nia d oraz warto$¢ przyspieszenia punktu B w chwili gdy d = r.

Rozwiazanie
Przetozenie przektadni w danej chwili obliczy¢ mozna w zaleznosci

. op
i= e ?1 ,
stad
_ r
0y = 0y rk
przy czym

nnl
o, =——=const, d =d(1).
1530 ()
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. . . iy r .
Warto$¢ przyspieszenia katowego € wynosi €p =—12. Po podstawieniu da-
nych wynosi ona 0d
Sm

Wartos¢ przyspieszenia punktu B oblicza si¢ z zaleznosci:

_[2 2
apg =4dapy +dap,,
2

gdZie: apr = SH . R, ap, = (DH -R

2 4
[ Sw ¥
dp =R 8%14‘0)?1 :R\/(_ZJ +(301dj .
r

Dla d = r otrzymuje si¢

Sm ’ nn ¥
aB=R —2 + il
7 30

i po podstawieniu danych liczbowych a, = 592,2 m/s”.

i

ZADANIE 2.3.3

Na rysunku 2.3.3 pokazano schemat wyciagarki linowej. Majac dane promie-
nie kot przektadni zebatej » = 0,1 m, R = 0,8 m oraz kot przektadni pasowej
ry=0,5m, r, =1,2 m, a takze promien b¢bna linowego p = 0,6 m, wyznaczy¢ rownanie
ruchu @(f) wirnika silnika w czasie rozruchu uktadu, jezeli wozek wyciagarki
po przejechaniu 5 m ruchem jednostajnie przyspieszonym osigga predkos¢ 1,5 m/s.

TXTITIIITITNY

Rys. 2.3.3
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Rozwigzanie
Ze wzgledu na to, ze ruch jest jednostajnie przyspieszony, rownanie ruchu wirnika
wyraza si¢ wzorem

gt
©O=0Q + (Dot +T ,
N

przy czym w tym przypadku ¢, =0, wy =01 ¢ = 5

Wartos$¢ przyspieszenia €, wyznaczy¢ mozna, obliczajac przyspieszenie liniowe a
wozka 1 korzystajac ze wzordw na przetozenie przektadni. Rownanie ruchu i predkosé
wozka przedstawiaja zaleznosci (s = 0, v, = 0):

2
. . v
stad po wyrugowaniu parametru ¢ (czasu), otrzymuje si¢ a = .
s

Korzystajac z zalezno$ci kinematycznych, przy pomini¢ciu rozciagliwosci liny
1 pasa, otrzymuje si¢:

— dla bgbna linowego v= ;- p,
— dla przektadni pasowej w;r, = w,ry,
— dla przektadni zgbatej m,R = ;7.

Z powyzszych réwnan wyznaczono warto$¢ predkosci katowej wirnika w zalezno-
$ci od predkosci wozka

Rr.
(01 =_2 v,
rrlp
. . . . er
a naStQpnle przyspieszenia thOWegO 81 = (01 =—a.
rrlp

Podstawiajac obliczong wczesniej wartos¢ przyspieszenia a, otrzymano ogolny
zwiazek na €, w zaleznosci od predkosci i przemieszczenia wozka

. Rr2V2

€ =
2rrips’

a nastgpnie rownanie ruchu wirnika silnika

- Rryv? 2

4rnps

i ostatecznie po podstawieniu danych liczbowych, ¢ = 3,6 7.
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ZADANIE 2.3.4

Predkos¢ katowa silnika zespotu napedowego, jak na rysunku 2.3.4, zmienia si¢
wedtug réwnania ©, = k. Majac dane promienie 7, R, 7|, R, p, obliczy¢ predkosé
1 przyspieszenie wozka, w chwili gdy przebywa on droge / od potozenia poczatkowego,
oraz przyspieszenie liny taczacej begbny 4 1 B.

Rozwigzanie

Zalezno$¢ predkosci v wozka od czasu uzyska sig¢, uzalezniajac t¢ predkos¢ od
predkosci katowej o, W tym celu wykorzysta¢ nalezy zwiazki kinematyczne dla po-
szczegolnych zespoldw urzadzenia przy zatozeniu nierozciagliwosci pasa i lin:

— dla przektadni pasowej 0 = 04R,
— dlabebnéw 4iB o p = wzR,,

— dlabgbna B iwbzka C v = mpr.

Z powyzszych zwiazkéw otrzymano v =P o, a w zaleznosci od czasu
_prrk /2 IR
RR
. L, . . dv
Przyspieszenie wozka wyznacza sig, obliczajac pochodng %
_dv_, ek,
dt R\R

Czas przebycia drogi / wyznaczy¢ mozna z rOwnania ruchu wézka, otrzymanego
po scalkowaniu predkosci v. Przyjmujac, ze w chwili poczatkowej ¢, = 0, poczatkowe
przemieszczenie s, = 0, otrzymuje si¢

_pnrk P
3R,R
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oraz czas przebycia drogi s =/
/3R1Rl
t =3 .
prirk
Predkos¢ 1 przyspieszenie wozka w chwili ¢;, a wige po przebyciu drogi /, wynosi:

vzmtz, o= 2pr1rkt1’ — 3R1Rl.

Przyspieszenie liny laczacej bebny 4 i1 B jest rowne przyspieszeniu stycznemu na
obwodzie bgbna 4 lub B. Mozna wigc stwierdzié, ze

Agr=€4° P,
dzie € —dw—A—i [0 r —des—Zﬂt
& A™"a " a\ R) R at R’

. . . o , kr
i ostatecznie przyspieszenie liny jest rowne a4, =2 e t.

2.3.2. Ruch plaski

ZADANIE 2.3.5

Czworobok przegubowy (rys. 2.3.5) nape¢dzany jest ramieniem O,4 z predkoscia
katowa m, = 1 sh Przyspieszenie katowe ramienia O;4, w polozeniu jak na rysunku
2.3.5, jest robwne zero. Poszczegdlne wymiary mechanizmu wynosza: Oid = R =1 m,
AB=2m, AC=BC=§AB.

Obliczy¢ predkosc i przyspieszenie liniowe punktu C i B oraz predkos¢ i przyspie-
szenie katowe korby O,5.

Mo

C
o, J/ 69° ) ) ) ) ) KLO::

Rys. 2.3.5
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Rozwigzanie

Prety 0,4 1 O,B ptaskiego mechanizmu, jakim jest czworobok przegubowy, poru-
szaja si¢ ruchem obrotowym wokot osi obrotu prostopadtych odpowiednio w punktach
0, 1 O, do ptaszczyzny ruchu mechanizmu. Znane sa zatem kierunki wektoréw predko-
$ci 1 przyspieszen punktow 4 i B, gdyz tory ich sg okrggami o promieniach odpowie-
dnio 0,4 1 O,B. Zwroty predkosci wynikaja z kierunku ruchu preta 0,4 z predkoscia
katowa ®,. Warto$¢ predkosci punktu 4 wyznaczy¢ mozna z zaleznosci

VAZ(J)OOIA:O)OR:lm/S

Wartos¢ przyspieszenia punktu 4 wyznacza si¢, obliczajac jego sktadowe: a . = 0
(przyspieszenie katowe €, preta O 4 jest rowne zero w rozpatrywanym potozeniu me-
chanizmu), a,, = 0)% -O14= 0)% -R=1m/s.

Predkos¢ 1 przyspieszenie punktu C'i B obliczy¢ mozna, analizujac ruch bryty ABC
jako sztywnej kratownicy. Bryla ta porusza si¢ ruchem ptaskim. Predkos¢ i przyspie-
szenie punktu C i B wyznaczono, traktujac ruch ptaski dwojako:

1) jako ruch ztozony z postepowego ruchu unoszenia i obrotowego ruchu wzgled-
nego,
2) jako chwilowy ruch obrotowy.

Obliczenie predkosci v i vp
Ad1)

Przyjmujac biegun w punkcie 4 i korzystajac z rozktadu predkosci w ruchu pta-
skim, mozna napisac:

Ve =V +vE, V=V, 44,

gdzie: vp 1 vy sa bezwzglednymi predkosciami punktéw C i B, v, predkoscia w po-
stgpowym ruchu unoszenia (predkos$¢ bieguna A), T/ﬁi\'/: predkosciami w obroto-
wym ruchu wzglednym (wzgledem bieguna 4). Ruch unoszenia jest ruchem poste-
powym i w zwiazku z tym predko$¢ unoszenia v, =v 4 =V = V¢ (rys. 2.3.5a) i kieru-
nek jej jest prostopadly do preta O,4. Ruch wzgledny jest ruchem obrotowym i kie-
runek predkosci \734 i\71;4 jest prostopadty odpowiednio do preta AC i AB. Rozktad
predkosci pogladowo przedstawiono na rysunku 2.3.5a 1 2.3.5b. W réwnaniach wekto-
rowych predkosci vq ivy znane sa kierunki predkosci v A,V?,VB,V‘:‘ oraz wartos¢
predkosci v 4. Obliczajac vg =v, sin30° = 0,5 m/s, a nastgpnie obliczajac predkosc ka-
towa w ruchu wzglednym (ruch wzgledny jest ruchem obrotowym i dlatego mozna sko-

. - R L v _
rzystac¢ z takiej zaleznosci) z zaleznosci vgl =y - AB, otrzymano gy :A—Z =0,25s !

oraz vé =Wy - AC=% m/s.
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Rys. 2.3.5b

Warto$¢ predkosci bezwzglednej punktu C obliczy¢ mozna, korzystajac np. z twier-
dzenia Carnota:

2 AN2 A — =4
VC = \/(Vc’) + (Vc) + 2VC’VC COS (Vc’,VC ) =

2 AN2 A — =4
=) + 08 +20 49 cos (e, 7,

gdzie & (v, vd) =y=PB+30° (rys. 2.3.5b),
przy czym cos?y = cos 3 cos 30° — sin 3 sin 30°,

D /
COSB:_C:EH inf = AD _ = B 48,6°, gdzie DC = AC? — 4D?

AC 4 AC

Obliczajac cosy= 0,1975, otrzymano ostatecznie v-= 1,11 m/s.
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Kierunek wektora v okresli¢ mozna, obliczajac np. kat miedzy wektorami v i \751
wedtug zaleznosci

(=4 — A4 .
sin (véI , vc)z “Asiny.
Ve

Wartos¢ predkosci punktu B wynosi

vg =V 4c0830° =§ m/s.
Ad 2)

Wyznaczajac w zadanym potozeniu mechanizmu chwilowy §rodek predkosci ($ro-
dek obrotu chwilowego), predkosci v i \754 obliczy¢ mozna jak w ruchu obrotowym,
traktujac ruch ptaski jako chwilowy ruch obrotowy, tzn.:

Vg =g By, ve= g - Cy,

gdzie o jest wartoscia chwilowej predkosci katowej wokot chwilowego $rodka pred-
kosci H (rys. 2.3.5¢).

Rys. 2.3.5¢

Chwilowy $rodek predkosci H wyznaczono jako punkt przecigcia si¢ prostych
prostopadtych do wektorow v, i1 v, a kierunek predkosci v rysujac wektor v prosto-
padle do CH. Obliczajac predkos¢ katowa my z zaleznosci v, = wy - Ay, otrzymano:

BH . CH
VBZVAE 1 VCZVAE'
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Wartos¢ predkoscei v 4 jest znana i wynosi v, = ®, - 014 = 1 m/s, natomiast (rys. 2.3.5¢)

BH 3

—— =5in60° =—,

AH 2

A =8 543
cos 60°

CH =+(AH)* +(AC)? —2(AH)(AC)cos (150° — B) = %AB\/IO —6cos(150° —P).

. 3
Po podstawieniu danych otrzymano vy = - m/s, ve = 1,11 m/s.

Obliczenie predkosci katowej preta O,B

Predkos$¢ katowa wy, preta O,B obliczy¢ mozna z zaleznosci my, = V—B, ponie-
. . S 0,B
waz punkt B porusza si¢ po okrggu o promieniu O,B.
Obliczajac O,B = 0,4 sin 60° oraz podstawiajac obliczong warto$¢ v, otrzymano
g, = 1 s7'. Wyznaczona predkosé my, odpowiada zadanemu chwilowemu potozeniu
mechanizmu. W polozeniach innych wartos¢ predkosci katowej w,, moze by¢ inna od
obliczone;.

Obliczenie przyspieszenia ac iap
Ad1)

Przyjmujac biegun w punkcie 4 i korzystajac z rozktadu przyspieszen w ruchu
ptaskim mozna napisac:

ac=a,+al, ag=a,+aj (@,wyznaczono — str. 94),

gdzie a. i ap sa bezwzglednymi przyspieszeniami punktow Ci B, a4 = a4, przyspie-
szeniem w postgpowym ruchu unoszenia (przyspieszenie bieguna A4), a_g i ag‘, przy-
spieszeniami w obrotowym ruchu wzglednym (wzgledem bieguna A4). Ze wzgledu na
obrotowy ruch wzgledny moga wystapi¢ dwie sktadowe przyspieszen a_g i a_g , 4.

A _—A4 =4 —A_—-A  —A
ac =dcgtdcy, dp =dpgtdp,.
Punkt B mechanizmu porusza si¢ w ruchu bezwzglednym po okrggu o promie-

niu 0,8 1 w zwiazku z tym nalezy uwzgledni¢ dwie sktadowe jego przyspieszenia bez-
wzglednego, tzn. ap =ag, +ag, wzgledem punktu O,.
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Ostatecznie mozna wigc napisac:
— —A4 =4
ac =y ace tacy,
—4

— = _ 4
dpgytap, =ay, =dpgtap,.

W réwnaniach powyzszych znamy kierunki wszystkich przyspieszen z wyjatkiem
przyspieszenia ac, tj. 1,5

_ y y —
amllO4, acLAC, ag, || AC, aplO,B,
_ _4 — 4

ag, |O,B, apLAB, ag,| AB.

Rozktad przyspieszen w sposob pogladowy pokazano na rysunku 2.3.5d.

Rys. 2.3.5d

Oprocz wartosci przyspieszenia a 4, znane sa rOwniez wartosci przyspieszen:

ad =i - AC =(0,25) -%: é ms 2,

ap, =0} - AB=(0,25)> 2= % ms 2,

ag, =Wy -0yB =3, -0, Asin60° =0,5/3 ms 2.
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Rzutujac réwnania wektorowe przyspieszen na osie przyjetego uktadu odniesienia
(rys. 2.3.5d) otrzymano:

ac, =—a 4, cos60° —al cosP—af sinP,
acy, =—a 4, sin60° — al.sinB+ad, cosP,
—ap, =—a,, cos60° —ajp

—ag, =—a4,sin60° —aj,,
dzie niewi . A 4 . A4 4 o
gdzie niewiadomymi sa: ac,, dcy,, ACr, Ars Ay, 2 Ktorych ape, ag, uzalezni¢ mozna

od jednej niewiadomej, tj. przyspieszenia katowego €, (wzgledem bieguna 4) wedtug
WZOTOW:

aélI:EH-AC, a§1=8H-AB.
Kat B wyznaczono podczas obliczen predkosci, a mianowicie:
. 3 . 7
sinB== i cosB=£, B=48,6°
4 4
Rozwiazujac powyzszy uklad réwnan, otrzymano:
_ -2 _ -2 —
ac, =0,56ms™", acy =-092ms ", ez =0,
at=ap, =0, ag,=0,625ms"%.
Wartosci bezwzgledne przyspieszen punktu Ci B obliczy¢ mozna np. z zalezno$ci:

[2 2 [2 | 2 2, A2 A
ap =+lap. +agp,, ac =+ac, +ag, lub acz\/aA+aCn+2aAaCnC055.

Wynosza one: ap =1,07 ms_z, ac =099 ms 2.

Kierunki przyspieszen mozna okresli¢, obliczajac odpowiednie katy, np. dla przy-
spieszenia a. (rys. 2.3.5¢e):

A
“Ch sin(180° =8),  §=150° -B=1014"
C

Sinq(C_lA, a_c)=
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Rys. 2.3.5e

Ad2)

Obliczenia przyspieszen przy tym sposobie traktowania ruchu ptaskiego dokonuje
si¢, wyznaczajac potozenie chwilowego srodka przyspieszen P wzgledem punktu o zna-
nym przyspieszeniu (w tym przypadku punktu 4). Znajac w zadanym potozeniu mecha-
nizmu warto$¢ chwilowej predkosci katowej w1 chwilowego przyspieszenia katowego €,
potozenie chwilowego srodka przyspieszen P wzgledem punktu 4 okresla si¢, podajac
kat o odchylenia od przyspieszenia a 4 kierunku, na ktorym lezy chwilowy $rodek przy-
spieszen P i odlegto$¢ AP od punktu 4 na tym kierunku, przy czym kat okresla si¢ zgod-
nie z przyspieszeniem katowym. Kat o oraz odleglos¢ AP oblicza si¢ z zaleznosci:

€n a4
tgoo=—"r—, AP=—7"F—.
o Jer + oy,

Podstawiajac £;,,= 0, w;;=0,25s "', a, = ay,=1 ms 2, otrzymano o= 0, AP= 16 m,
tzn. ze chwilowy $rodek przyspieszen lezy na kierunku przyspieszenia a , w odlegtosci
16 m od punktu A4.

Wzgledem chwilowego srodka przyspieszen wystepuja jedynie sktadowe normal-
ne przyspieszen (€5 =0, ®, # 0) 1 przyspieszenia punktéw B i C leza wigc odpowiednio
na kierunkach BP i CP. Rozktad przyspieszen wzgledem punktu P pogladowo pokaza-
no na rysunku 2.3.5f.

Rys. 2.3.5f
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Wartos¢ przyspieszen punktu B i C obliczy¢ mozna z zaleznosci:
aB=aBn=0)%[-BP, ac=acn=(1)%[-CP,
gdzie:

BP= J (4P)* +(4B)* —2(4P)(4B) cos120°,

CP= J (4P)* +(4B)* —2(4P)(4B) cosy, x=P+30°.
Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:
ac=0,99ms?, az=1,07ms?>
Obliczenia przyspieszenia katowego preta O,B
Przyspieszenie katowe €, preta O,B obliczy¢ mozna z zaleznoSci

€ = ,
02 0,B
poniewaz punkt B porusza si¢ po okr¢gu o promieniu O,B.
Obliczajac O,B = 0,4 sin 60° oraz podstawiajac dane liczbowe, otrzymano g, =
=0,7257%

ZADANIE 2.3.6

Koto o promieniu 7= 1 m toczy si¢ pomigdzy dwiema ruchomymi belkami porusza-
jacymi si¢ z predkosciami v, = 0,5¢ m/s i v, = 1 m/s (rys. 2.3.6).

Koto toczy si¢ bez poslizgu wzgledem belek. W chwili poczatkowej dla to £, = 0,
v =0,v,=1m/s.

Wyznaczy¢ predkosé punktu O, predkos¢ katowa kota w chwili ¢, =1sit, =25
oraz rownania centroid.

Rozwiazanie

Koto porusza si¢ ruchem ptaskim, przy czym ze wzgledu na to, ze belki poruszaja
si¢ ruchem postgpowym oraz nie ma poslizgu pomig¢dzy kotem i belkami, znane sa
chwilowe predkosci punktow styku 4 i B, tzn. v, = v, vz = v,. Wygodnie jest
w tym przypadku (poszukuje si¢ wartosci chwilowych v,, o, €) traktowa¢ ruch ptaski
jako chwilowy ruch obrotowy i rozwiaza¢ zadanie, wyznaczajac chwilowy srodek
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predkosci. Korzystajac ze znanych metod, wyznaczono potozenie chwilowego srodka
predkosci H, przyjmujac, ze v, > vy, tzn. dla chwili 0 <7 <, (rys. 2.3.6a). Ze wzgledu na
to, ze v, zalezy od czasu, chwilowy $rodek predkosci zmienia swoje polozenie i np. dla
t = 0 znajduje si¢ w punkcie 4, a dla ¢ > ¢, lezy na prostej 4B ponizej punktu B. Ukta-
dajac rdwnania:

V= - AH,
v, =0(2r+ AH),
vo=0(r+A4H),
i rozwiazujac powyzszy uklad, otrzymano:
Al = 2wr ’
Va—n
141 + %)
Vo =——,
T2
w=22"% ’
2r
v; = 0,5¢ [m/s].

Z powyzszych zaleznosci wynika, ze dla # =0, tzn. dla v, =0, AH = 0, i chwilowy
srodek predkosci lezy w punkcie 4. Dla v = v,, AH = oo, ® = 0 i chwilowy $rodek
predkosci znajduje si¢ w nieskonczonosci, tzn. ruch kota mozna traktowacé jak chwilo-
wy ruch postegpowy przy obliczeniu predkosci (w tym potozeniu predkosci wszystkich
punktéw kota sg takie same, ale nie dotyczy to przyspieszenia!). Dla v; > v, chwilowy
srodek predkosci zmienia swoje potozenie i lezy ponizej punktu B na prostej 4B.

Podstawiajac #; = 1 s i ¢, = 2 s otrzymano:

vo(t)) = 0,75 m/s, ; = 0,25 57",
vo(t) =1 m/s, m, = 0.

Roéwnanie centroidy nieruchomej wyznaczono w przyjetym nieruchomym ukta-
dzie odniesienia Oxy (rys. 2.3.6b).

Rys. 2.3.6a Rys. 2.3.6b
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Wyznaczajac wspotrzedne punktu H, w zaleznosci od ¢ otrzymuje si¢ rownania
parametryczne (parametrem jest czas ), ktore mozna interpretowac jako skonczone
roOwnania ,,ruchu” punktu H. Rugujac parametr ¢ otrzymuje si¢ z tych rownan réwnanie
centroidy nieruchomej. W rzeczywistosci punkt A nalezy do plaszczyzny sztywno
zwiazanej z bryla poruszajaca si¢ ruchem ptaskim i ma predkos¢ rowna zeru w danej
chwili. W kazdej nastgpnej chwili chwilowym $rodkiem predkosci staje si¢ inny punkt
tej ptaszczyzny o predkosci chwilowej rownej zeru, ktory ma inne potozenie niz punkt
poprzedni. W ten sposob obserwuje si¢ pozornie ,,ruch” punktu AH.

Obliczajac wspotrzedne punktu H w zaleznosci od czasu, otrzymano:

t t t
V1+V2 1 1 2 1
Xy =xg=[vodt=] 22 dr== [ (05+1)dt=—1" +—1,
0 0 2 2 0 8 2
2vir 2t

=2r+ AH =2r4+ ———= .
TH Vo —V; 1—O,St

Rugujac z powyzszych roéwnan czas ¢, otrzymano réwnanie centroidy nieruchomej
(rys. 2.3.6¢).

Dla wyznaczenia rownania centroidy ruchomej wprowadzono ruchomy uktad od-
niesienia sztywnie zwigzany z kolem (rys. 2.3.6b).

Wykorzystujac réwnania centroidy w uktadzie ruchomym w postaci:

£ = Xosin @ — yg cos @ n= X COSQ— Yo Sin@

o o

1-0,51¢

0,5¢t+1 . .
’y:O’ (p:()): 2 .

gdzie: xo =vy =
otrzymano
&2+’ =p’(),
gdzie
1+0,5¢

t)= .
P() 1-0,5¢

Rownanie centroidy ruchomej jest réwnaniem spirali pokazanej na rysunku
2.3.6d.

Centroida ruchoma toczy si¢ bez poslizgu po centroidzie nieruchomej, a wigc:

— dla chwili 0 <t <¢, =2 s galaz krzywej gornej z rysunku 2.3.6d toczy si¢ po
gornej gatezi z rysunku 2.3.6¢,

— dla chwili # >, = 2 s gataz dolna z rysunku 2.3.6d toczy si¢ po gal¢zi dolnej
z rysunku 2.3.6¢,

— chwila #, = 2 s rozgranicza zmiang kierunku obrotow kota (predkosci kato-
wej ) 1 tym samym zmiang kierunku toczenia si¢ centroidy ruchomej po nie-
ruchome;j.
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Rys. 2.3.6¢ Rys. 2.3.6d

ZADANIE 2.3.7

Cigzar I (rys. 2.3.7) zawieszony w punkcie 4 tarczy II o promieniach 7| i R, opada
z predkoscia v 1 przyspieszeniem a. Ruch szpuli IV o promieniach 7, i R, powodowany
jest odwijajacg si¢ ling przerzucong przez koto kierujace III i nawinigta na tarcze II
oraz szpule IV. Zaktadajac, ze lina jest nierozciagliwa i toczenie szpuli IV odbywa sig¢
bez poslizgu, obliczy¢ predkos¢ 1 przyspieszenie punktu O oraz predkosc¢ i przyspiesze-
nie katowe szpuli IV.

!
TATTTT7777777
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Rozwigzanie

Uktad materialny sktada si¢ z czterech bryt, z ktorych bryta I porusza si¢ ruchem
postepowym, bryta II i IV ruchem ptaskim, bryta III ruchem obrotowym. Wyznaczy¢
nalezy okreslone parametry kinematyczne (v, ay, 0y, €q) bryly poruszajacej si¢ ru-
chem ptaskim.

Zadanie rozwigzano dwoma sposobami:

1) traktujac ruch ptaski jako chwilowy ruch obrotowy,
2) traktujac ruch ptaski jako ruch ztozony.

Ad1)

Z narzuconych na uktad wigzéw wynika, ze v =v 4, \73| = |\7D ,ve =0,1w zwiazku
z tym chwilowy $rodek predkosci tarczy 11 lezy w punkcie C, a szpuli IV w punkcie £
(rys. 2.3.7a12.3.7Db).

Rys. 2.3.7a Rys. 2.3.7b

Uktadajac réwnania dla tarczy II:
vy =wr, vp=o(tR),
i szpuli I'V:

vp =0 (ry T Ry), vy = myR,,

oraz wykorzystujac zalezno$é¢ [vg|=|vpl, [V4| =[] i rozwiazujac powyzszy uklad row-

nan, otrzymano:

B

VRZ(VI_"RI)’ 0y = v H+R '
1(n +Ry) 11(r +Ry)

VYV =
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Relacje te sa stuszne dla kazdej chwili czasu. Promienie nie zmieniajq si¢ i tory
punktu 4 i O sa prostoliniowe, wigc zaleznosci powyzsze formalnie mozna zrézniczko-
wac, traktujac v = v(f) 1 otrzymujac:

a=Po_ R +R) _doy _ ntR

Ad2)

Ruch ptaski traktuje si¢ w tym przypadku jako ruch ztozony z postgpowego ruchu
unoszenia i obrotowego ruchu wzglednego. Predkosci oblicza sig, korzystajac z rozkta-
du predkosci, jako sume wektorowa predkosci unoszenia (predkosci dowolnego biegu-
na) i predkosci wzglednej (wzgledem tego bieguna), a przyspieszenia jako sume wekto-
rowq przyspieszenia unoszenia (przyspieszenia dowolnego bieguna) i przyspieszenia
wzglednego (wzgledem tego bieguna). Rozktad predkosci pokazano na rysunku 2.3.7c.

f— N N - —'D
V=0 ‘J_\{A__________V Ve
biegun w punkcie A biegun w punkcie D

Rys. 2.3.7¢

Obierajac biegun dla tarczy II w punkcie 4 i dla szpuli IV w punkcie D, otrzymuje
si¢ rownania wektorowe:

Vg =V VA, Ve =v +vd =0,

Vo =Vp +V, Vp=vp+vE =0,
a nastgpnie skalarne:

Vg =Vy +vj§1, V4 —v’C4 =0,

Vo =Vp +vé), vD—v,? =0,

przy czym vy =vp, v, =V (v jest predkoscia opadajacej bryty I).
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Uwzgledniajac, ze
A _ _ A4 _ —
ve=0-CA=0-1, vpg=0-BA=0-R|,
D D
Vo =0)'0D=0)0'7’2, VE =(1)0'ED=(00(}"2 +R2),

z powyzszego uktadu rownan otrzymuje sig:

:VRz(”l"'RD, 0 = v ntR
1(r + Ry) 1(r + Ry)

Rozktad przyspieszen pokazano na rysunku 2.3.7d.

2777

77777777 777

biegun w punkcie 0

Obierajac w tym przypadku bieguny w punktach 4 i O, otrzymuje si¢ rOwnania
wektorowe:

— _— =4 =4
ap =ay +aBT +aBn,
ap=a’ +ap. +ap,.

Podstawiajac @, + ap, = @y, dg + a_gT = ay; 1 uwzgledniajac |a_1| = |c_zH| (aj jest rzu-
tem przyspieszenia ap na kierunek liny w punkcie B, a ajj rzutem przyspieszenia ap
na kierunek liny w punkcie D i odpowiednio sg one przyspieszeniami punktow liny B
1D, z czego wynika réwnos¢ ich warto$ci przy zatozeniu nierozciagliwosci liny), otrzy-

muje si¢ roOwnanie skalarne

A _ 0
ay +aBT—a0 +aDT.
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Uwzgledniajac, ze a4y = a (a jest przyspieszeniem opadajacej bryty I), a,’,flT =€ R,
_94 0 _ _% o aia
E=—=,ap; =€y 1N, &g = ——, otrzymuje sig:
n R,

) 0 .
1+ Ry) 1n(r +Ry)

R +R +R
—a ) (1 1) e =a n 1

ZADANIE 2.3.8

W przekladni planetarnej, jak na rysunku 2.3.8, predkos¢ katowa i przyspieszenie
katowe watu napedowego wynosza: ;= 15!, & = 0,5 s 2. Koto planetarne II osadzone
jest w lozyskach na osi 44, zwiazanej sztywno z ramka OA. Znajac promienie R =1 m
i 7= 0,5 m, obliczy¢ predkos¢ i przyspieszenie chwilowe punktu K oraz predkosé
i przyspieszenie katowe ramki OA.

EISSSSRSTIEY
T
— 1

T

Rys. 2.3.8

Rozwiazanie

W przektadni planetarnej koto I oraz ramka OA poruszajq si¢ ruchami obrotowy-
mi, a koto II ruchem ptaskim, przy czym zaktada si¢, ze koto toczy si¢ bez poslizgu po
nieruchomym kole zwigzanym z korpusem przektadni.
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Obliczenie predkosci punktu K

1) Ruch plaski kola II jako chwilowy ruch obrotowy

Chwilowy srodek predkosci znajduje si¢ w punkcie H (rys. 2.3.8a). Znajac poloze-
nie punktéw K i H mozna napisac

gdzie oy jest katowa predkoscig kota II.

Rys. 2.3.8a

Predkos¢ o wyznaczy¢ mozna, obliczajac predkos¢ liniowa punktu styku kot 1
1 1L Predkos¢ ta wzgledem srodka kota I wynosi v, = o; - R (jako punktu P'nalezacego
do kota I), a wzgledem chwilowego srodka predkosci H v, = oy - PH (jako punktu P
nalezacego do kota II).

L o R
Uwzgledniajac, ze v, = v, otrzymuje si¢ @y =0 —,
a zatem PH

KH
Vg = (DIR ﬁ

Trojkat AHK jest rownoboczny, wigc KH = r.

. 1 R . 1
Podstawiajac KH = r oraz PH = 2r, otrzymano ©y = 5 o— 1 vg = 3 R, adla
r

danych liczbowych oy =157, v, = 0,5 m/s.
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2) Ruch plaski kota II jako ruch ztoZony

Przyjmujac biegun w punkcie P (rys. 2.3.8b), mozna napisa¢ rownanie wektorowe:
Vi =Vp+ VL,

gdzie \7,1; jest predkoscia wzgledna w obrotowym ruchu wzglednym wzgledem bieguna P.

Rys. 2.3.8b

Predkos¢ vp wzgledem srodka O kota I wynosi vp = ®; - R, a predkosé

vE =y - PK.

Predkos¢ katowa my; obliczy¢ mozna, uktadajac rownanie wektorowe

Uy =Vp +v}; =0 (punkt A ma predkos¢ rowna zero),
i skalarne

vp — vf, =0,
gdzie vh =@y HP,
skad

VZ Vp R

= o —.

Oop=—-=75=
HP HP 2r

Podstawiajac PK = 2rcos30° (co wynika z rys. 2.3.8b), otrzymano

vE = o R cos30°,



Kinematyka bryty 111

a nastgpnie z zaleznosci vy = \/(vp)2 +(v§)22vpv§ cosP (gdzie B = 150°) — wartos¢
predkosci punktu K

1
Vg = E(DIR

Dla danych liczbowych otrzymuje si¢

o;=1s", v =0,5m/s.

Obliczenie predkosci @, i przyspieszenia katowego €, ramki OA

Punkt A4 jest punktem wspdlnym kota II i ramki OA. Predko$¢ punktu 4 wyznaczy¢
mozna z jednej strony wzgledem punktu O, a z drugiej strony wzgledem punktu H:

VA:(OR' OA:(,OR(R"‘V),
. R
VAZ(DH'AHZCOH'V, gdZIC (l)HZCOIz—.
r

Z zaleznosci tych otrzymuje si¢

Wp =0 R
R4y
Ze wzgledu na to, ze ———— = const dla kazdej chwili ¢, przyspieszenie €, obli-

2(R+7)
czy¢ mozna jako pochodng ®, wzgledem czasu, tzn.

. R R
(DI = 81 .
2R+r)  2R+r)

ERZ(:OR:

Obliczenie przyspieszenia punktu K

W tym przypadku biegun przyj¢to w punkcie 4 i rownanie wektorowe przyspie-
szen ma postaé

ay =a,+ag.

Punkt A4 porusza si¢ po okregu o promieniu O4 =R + 7, a WigC ay =a 1 +a 4y,
punkt K wzgledem A porusza si¢ po okregu o promieniu K4 = r, czyli

e —4 -4
K =agytag, 1 ag=autay tag tag,.
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Znajac wyliczone uprzednio przyspieszenie katowe €5 i predkos¢ katowa mp, obli-

CZono:

}”2

1 2 2
A4 =€p-04A=—¢€R, a,, =0p -04=0] ———.
At =€R 5 An = OR oy AR+7)
Znajac predkos¢ katowa oy =y > obliczy¢é mozna przyspieszenie kattogve
. R . . T 1 R
g =Wy =¢; > a nastgpnie przyspieszenie a,’gT =g - 4K =581R, a,’g,, = (o%] -AK = (D% e
r r
Warto$¢ przyspieszenia ay wygodnie jest obliczy¢, wyznaczajac jego wspotrzed-
ne w przyjetym uktadzie odniesienia, korzystajac z rozktadu przyspieszen w punkcie K
(rys. 2.3.8c). Obliczajac wspothrzedne:

Ay, = agm +a 40 c0830° +a 4, cos 60°,

agy =—af + a4 cos60° —a, cos30°,

a nastepnie ag =./a 120( + a12<y , otrzymano dla danych liczbowych wartosé a = 0,67 m/s.

Rys. 2.3.8¢

ZADANIE 2.3.9

W mechanizmie korbowo-wodzikowym, jak na rysunku 2.3.9, dane sa: O4 = AB =
=R=1m,AC=CB,®=2s" jest stata. Obliczy¢ predko$¢ i przyspieszenie punktu C
w chwili ¢ = < s.

Rozwiazanie

W mechanizmie tym koto napgdowe spehiajace rol¢ korby porusza si¢ ruchem
obrotowym, korbow6d 4B ruchem ptaskim i suwak B ruchem postepowym. Predkosé¢
1 przyspieszenie punktu C w ruchu ptaskim korbowodu obliczono, traktujac ruch ptaski
dwojako, jako:

1) ruch ztozony z postgpowego ruchu unoszenia i obrotowego ruchu wzglednego,
2) ruch obrotowy chwilowy.
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AR

Rys. 2.3.9 Rys. 2.3.9a

Ad1)

Przyjmujac biegun w punkcie mozna napisa¢ rownania wektorowe:
Ve =V Ve, Vp=v, V4,

gdzie: \751 i\7§1 sgq predkosciami w ruchu wzglednym wzglgdem bieguna A. Roz-
ktad predkosci w chwili # =§s pokazano na rysunku 2.3.9a, gdzie @ =04 =§.

Predkos¢ bieguna wyznaczono z zaleznosci v, = ® - O4 = ®-R, a predkosci vg i vﬁ
z zaleznoSci:

A A
Ve :VB ng V4

AC 4B’ tg45°

Wektory v 4 1 \7,? sa do siebie prostopadte, wigc

ve =P + ().

Obliczaj va =vid AC % AC vy, ot
1czajac V¢ =Vp — - =V ——— = V4, otrzymano
! AB ABtg45° 2 Y

VC Z%VAﬁZ%me/g

i dla danych liczbowych v = 2,24 m/s.
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Znajac predkosé vg, mozna obliczy¢ predkosé katowa o 5 korbowodu

0, = YC _ V4 _
B4 24C

Celem obliczenia przyspieszenia punktu C utozono wektorowe réwnania przyspieszen:

ac=a,+al, ag=a,+ag.

Uwzgledniajac, ze a4 =ay, (przyspieszenie katowe wzgledem punktu 0 € = 0
=0, C_léq = c_léqT + ag‘n, ag = C_lé{c + ag‘n oraz ze przyspieszenie ap lezy stale na osi
OB, otrzymuje si¢:

- = —4 =4
ac =ayy *dcy T acy,
e —4 =4
ap =dyy tapg +ap,.

Rzutujac drugie z rownan na osie przyjetego uktadu odniesienia (rys. 2.3.9b), otrzy-

mano dwa réwnania skalarne, odpowiadajace potozeniu mechanizmu w chwili ¢ = < s:

—ap =-ay, cos45° —aﬁT cos 45° —aﬁn cos 45°,

0=—a,, sin45° —az, sin45° +ajp, sin 45°,

4 _ ("g )2 (VA)2

Podstawiajac a,, = ®*- O4 = o’R, a By = = =w’R, otrzymano
! " AB R tg 2 450 a A
ajgT =0, tzn. Ze réwniez przyspieszenie katowe korbowodu wzgledem punktu 4 € 45 = ﬁ =0

oraz przyspieszenie styczne punktu C wzgledem punktu A a’é:g 4p - AC=0.

Rys. 2.3.9b



Kinematyka bryty 115

Tak wiec @ =ay,, +agd,.

7 r . . —_— . A
Wartos¢ przyspieszenia a 4, jest znana, a ag, =

Przyspieszenia a4, i&gn sq prostopadte, wigc

1
ac =+(a,)? +@d)? =5m2R\/§

i dla danych liczbowych a. = 4,47 m/s.

Ad 2)
Predko$¢ punktu C wyznaczono, znajdujac chwilowy srodek predkosci H dla poto-

zenia mechanizmu w chwili ¢, = % s. Punkt A jest punktem przecigcia si¢ prostopadtych

do predkosci v 4 i vp (rys. 2.3.9¢), a predkos¢ punktu C jest prostopadta do odcinka CH.

Predkos¢ @ = const, a w zwiazku z tym ¢ = ®-7 1 w chwili 4, = % kat @ = @, = 45°.

Predko$¢ punktu C obliczy¢ mozna z zaleznosci v = w5 - CH, gdzie w5 jest
predkoscia katowa chwilowa korbowodu 4B. Obliczono ja, wyznaczajac predkosé v,
wzgledem punktu O 1 wzglgdem punktu H, tzn. v, =0 - OA=0 - R i vy=w 5 - AH=
=m,z4ABtg45°=w,5 - R.

Poréownujac tak wyznaczong predkos¢ v, otrzymano ®,; = ®. Obliczajac

CH =+ AH? + AC? =1R\/§ , Wyznaczono vc =lcoR\/§ , a dla danych liczbowych
Ve = 2,24 m/s. 2 2

Przyspieszenie punktu C obliczono, wyznaczajac chwilowy S$rodek przyspie-
szen wzgledem punktu 4 o znanym przyspieszeniu. Przyspieszenie punktu A jest
réwne a, = a,, = ®’R, poniewaz przyspieszenie katowe wzgledem punktu O jest rowne
zero. Odlegtos¢ chwilowego srodka przyspieszen D od punktu 4 obliczy¢ mozna z za-
leznosci

AD = 44

b
[.2 4
€4 T Wyp

a kat odchylenia prostej, na ktorej lezy punkt D, od przyspieszenia a 4, ze wzoru

€
2
Wyp
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o

Rys. 2.3.9¢ Rys. 2.3.9d

W rozpatrywanym przypadku nie ma innej mozliwos$ci obliczenia predkosci o,
1 przyspieszenia € 45 niz w sposob podany w punkcie a). Znajac €, =0, ®,5 = O, otrzy-
muje si¢ oo = 0, AD = R. Chwilowy $rodek przyspieszen lezy wige na kierunku OA
w odleglosci R od punktu 4 i pokrywa si¢ z punktem O (rys. 2.3.9d). Przyspieszenia
punktu C wzgledem punktu D oblicza si¢ z zaleznosci:

ac =\(a2f + (a8 ) =al,, (a2 =4 -cD=0)

gdzie al =’y - CD = w’g (04 +(4C) _Lo2rys.

2
Dla danych liczbowych a. = 4,47 m/s*.

Nadmieni¢ nalezy, ze predkosc¢ i przyspieszenie punktu C obliczy¢ mozna, wyko-
rzystujac rownania skonczone ruchu punktu C, co zostato zrobione w zadaniu 2.2.4.

2.3.3. Ruch kulisty

ZADANIE 2.3.10

Stozek o podstawie kolowej o promieniu 7 i wysokos$ci 4 przetacza si¢ po ptasz-
czyznie IT bez poslizgu (rys. 2.3.10). Predko$¢ punktu C jest stata co do wartosci,
linia CD jest rownolegla do ptaszczyzny I1. Wyznaczy¢ predkoscé i przyspieszenie punk-
tow BiD.
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Rys. 2.3.10

Rozwigzanie

Stozek porusza si¢ ruchem kulistym, przy czym punktem kulistym (nieruchomym)
jest punkt O. Zadanie rozwigzano dwiema metodami:

1) traktujac ruch kulisty jako ruch chwilowy obrotowy,

2) metoda analityczna.

Ad1)

Prosta OA jest linig stycznosci pobocznicy stozka z ptaszczyzna I11 w czasie ruchu
stozka chwilowe predkosci punktow prostej OA4 sa rowne zeru. Prosta OA jest wiec osig
chwilowego obrotu Q (rys. 2.3.10a). Oznaczajac predkos¢ katowa chwilowa przez ®
mozna napisaé, ze: vg = - BB}, v, =0 - C,D.

Znajac wartos¢ v, wyznaczy¢ mozna predkos¢ katowa o z zaleznosci m = V—C.
Korzystajac z proporcji 2—% Wyznaczono :
ystajac z proporcj o4 CA y
.CA )
cc, = ocC-C _ h-r ,
04 \/h2 +7?
a nastgpnie obliczono
BB, =2CC, = o R
V W’ +r?
. 5 TR 2h% 412
i C1D=\/(CC1) +(cDY =\/(ccl) +rf=r |t

h? + 2
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Rys. 2.3.10a

Podstawiajac o= =vc 1 obliczone wartosci BB, i C,D, otrzymano:

2
vg =2ve, Vp =vC1,2+(%J .

Wyznaczajac chwilowa o$ przyspieszen E i przyspieszenie katowe € stozka, moz-
na wyznaczy¢ przyspieszenia punktéw B i1 D.

Wektor predkosci katowej ® ma stata warto$¢ i obraca sie z predkoscia katowa @,
W czasie przetaczania si¢ stozka po ptaszczyznie I1 (rys. 2.3.10a). Mozna wigc zapisac,
Ze € = O x®, a wigc wektor € jest prostopadlty do @, i ®, tym samym o§ E jest prosto-
padta do osi Q i z (pokrywa si¢ z osia x). Wartos¢ predkosci @; wyliczy¢ mozna albo
z rozktadu wektora ® = @, + ®,, albo obliczajac warto$¢ predkosci v wzgledem osi z,

Ve W +r?
oC =Vc h2 .
1 2

2
iy . A . . h+r
Warto$¢ przyspieszenia € wynosi € = ;wsin90° = vé

tj.VCZ(DI'OCI i W =

3
Sktadowe przyspieszenia punktu B wynoszg: rh

B 2 h2 + r2

sktadowa obrotowa a; =¢€-OB=v¢

"+ 2

rh? ’
V% + 72
o
Rozktad przyspieszen w punkcie B pokazano na rysunku 2.3.10b.

skladowa doosiowa af =’ BB, = 2\%
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Rys. 2.3.10b

Oznaczajac kat stozka przez o, otrzymuje si¢

2 2
ag =\/(a§) +(af) —2a§a5 cos ol

. 0B, h*-r* . . .,
Obliczajac cosoo=——= 1 dokonujac podstawien, otrzymano
OB 12 +7?

) \/4h2r2(h2 + r2)+ (hz +r2)3
aB = VC 3 .
rh

Sktadowe przyspieszenia punktu D wynosza:

2 2
D _ _ 2h +r
ag —8'DD1—VC7

Vi

) \/(hz +r2) (2n +r2)'

D_ 2 _
a; =0 ClD—VC th

, DD, =0C=h,
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Ze wzgledu na to, ze istotng trudnos¢ sprawia wyznaczenie kata pomigdzy tymi
skladowymi, warto$¢ przyspieszenia ap, obliczy¢ mozna, wyznaczajac wspotrzedne:

ap, =ak cosp,

.o
aDy = _aslnz,

. o
ap, =—a? sinp+ad cos—,

2, .2
gdzie: cosB—CD: h +r2’ sin =+/1—cos? B,

D \2n* +r
o BC /7
SlIl— =— +7r COS— - SlIl—
2 OB h2 +72

Po podstawieniu danych otrzymano

T s R+ GR +2r7)
ap = an+aDy+aDZ =Vc h2 .
7

Ad2)

W obliczeniach analitycznych predkosci i przyspieszen korzysta si¢ z gotowych réwnan:

V=0, 2-0; -,

2
Z—€, Y+ 0 (0, X+, Y+, 2)—0 X,
a,=€,-X—€,-2+0,(0, X+, - y+0, 2)—0* -y,

=g, y—€, X+ (0, X+0, y+0, 2)-0 .

Znajac wspotrzedne rozpatrywanego punktu, wspotrzedne predkosei i przyspie-
szenia katowego oraz warto$¢ predkosci katowej, z powyzszych rownan mozna wyzna-
czy¢ wspohrzedne predkosdcei 1 przyspieszenia liniowego w zaleznosci od czasu lub
w zadanym potozeniu.
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W rozpatrywanym przypadku, obliczen dokonano dla punktu B. Dla rozpatrywa-
nego potozenia punktu B okreslono:

2 2
h™—r 2rh
xp=0, yp=— W+, Zp=—> W+,
h+r h+r
\/hz+r2
o, =0, 0, =0, 0, =0, o=vpg——>
rh
2h2+}”2
e,=¢ €,=0, €.=0, e=ve—7—>
3
rh

a nastgpnie obliczono:
vaz(‘OZB9 VByZO, VBZ=O9 VB=2VC,
Vi? 42 2 h?+r? )

2
s Ap, =V h+r7,

an=0, aBy=—2VC h2 Y
1y

_ 2 2 2
ap —\/an +aBy +aBZ.

Postepujac analogicznie, obliczy¢ mozna predkosé i przyspieszenie punktu D.

ZADANIE 2.3.11

W mechanizmie réoznicowym napedzane sa dwie tarcze z predkosciami katowymi
,=3sim,=1s"(rys. 2.3.11). Kolo satelitarne o poziomej osi obrotu przetacza si¢
na skutek réznicy predkosci katowych o, 1 ®,. Majac dane promienie #=0,5m, R=1m
obliczy¢ predkos¢ katowa satelity wzgledem osi wlasnej oraz predkosé i przyspiesze-
nie katowe satelity.

Rys. 2.3.11
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Rozwigzanie

Kolo satelitarne porusza si¢ ruchem kulistym, ktérego punkt kulisty znajduje si¢
w punkcie O. Pozostale punkty satelity pozostaja podczas ruchu w tej samej odlegtosci od
punktu O, a tarcze i of satelity poruszaja si¢ ruchami obrotowymi dookota osi pionowe;.
Potozenie chwilowej osi obrotu satelity zalezy od wartosci predkosci katowych @, 1 ®,,
przy czym lezy ona w przestrzeni poza rzeczywistymi punktami satelity (rys. 2.3.11a).
Znajac ®; i ®, obliczy¢ mozna predkosci punktow A4 1 B:

VA:(J)I'R, VB:wz'R.
Z drugiej strony, predkosci te policzy¢ mozna wzgledem chwilowej osi obrotu €:

vy =0-A4,, vg=o-BB,, - predkos¢ chwilowa satelity.
. . . vp BB .
Z zaleznosci tych wynika proporcja —=——, przy czym A4, = KK, + r sina,
BB, = KK, - rsino, KK, = Rcosa.. "4 A
Potozenie chwilowej osi obrotu € (rys. 2.3.11b) okresla kat obliczony z powyz-
szych zwiazkoéw

R V4 —Vp _R 0)1—0)2

r vytvg r O+,

‘R A Y .
VB _ © —— 1obliczajac dla danych liczbowych tga =1,
BB, Rcoso —rsino
o = 45°, otrzymano warto$¢ predkosci katowej chwilowej kota satelitarnego w= 242571

Wektor @ rozktada si¢na ®, 1 ®, (rys.2.3.11b).

Wyznaczajac ® =

Rys. 2.3.11a Rys. 2.3.11b
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Predkos¢ katowa o, satelity wzgledem osi wlasnej obliczy¢é mozna ze wzoru
®, = sina. 1 po podstawieniu danych otrzymuje si¢ ®, = 2 s

Wartosci predkosci katowych o, 1 @, s state, wigc i kat o nie zmienia sig, tak wige
stata jest tez warto$¢ predkosci . Wobec tego przyspieszenie katowe € wynika tylko
ze zmiany kierunku wektora ® i jest prostopadte do ®, i ® zgodnie z rdwnaniem

€=, X ®, wartos¢ m, = wcos 0. Wartos¢ przyspieszenia € wynosi

£=w, ©-sino = sinoccosocz(Z«/E)zg-g=4s_z.

ZADANIE 2.3.12

Pret AB obraca si¢ wokot whasnej osi ED z predkoscia @, =2 5! i rownoczesnie
razem z ramka wzgledem osi pionowej KL z predkoscia katowa o, =1 ! (rys. 2.3.12).
Majac dane oo =30°% /=1m, »=0,2 m, CD = 0,5 m, obliczy¢ predkos$¢ i przyspieszenie
punktow A4 i B.

Rozwigzanie

Pret AB porusza si¢ ruchem kulistym, a punkt C porusza si¢ po okrggu wzgledem
osi KL w wyniku ruchu obrotowego ramki. Predkos¢ katowa chwilowg oraz kierunek
chwilowej osi obrotu £ wyznaczy¢ mozna, sktadajac wektory ®, i @, (rys. 2.3.12a):

B = +B,,

0= \/w% + wf +2m(®,. cos (90 - o).

ZFK
-

@y

»
—
AL

Rys. 2.3.12 Rys. 2.3.12a
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Predkosci punktow 4 i B wyznaczono wzglgdem chwilowej osi obrotu z zaleznosci:
v =0-d;, vp=0-d,.

Odleglosci d, 1 d, obliczy¢ mozna nastgpujaco (rys. 2.3.12a)

d, =04sind, d, =d; +2rcosy,

/
cos ol

0y ® .y I Y PR R
— = , SIny=—cos0, coSY=—4/® —0jcos” qQ,
siny sin(90+ o) 0] 0]

d=7-m, sind=sinycosn—cosysinm, sinnzg, cosnzé\/0A2+AC2.

04=+0C? + AC*, OC=0D-CD=

-CD, AC-=r,

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:
dy=2cm, d,=40,36cm, o=2,64 s, v,=6,86 cm/s, vz =106,55 cm/s.

Wartos¢ predkosci @ jest stata i w zwiazku z tym przyspieszenie katowe
€=y X0, a jego wartos¢ jest rowna € = Wy,sin(90 — o) = 1,73 s 2. Prosta przy-
spieszenia € jest prostopadta do wektorow @, i ®, i przechodzi przez punkt kulisty O
(rys. 2.3.12b).

Rys. 2.3.12b

Przyspieszenia liniowe punktéw A4 i B rdwne sg sumom geometrycznym przyspie-
szen doosiowych i obrotowych:

a,=al+al, kat(a). a)=180° s,

ag=al +a’, kat (af, af)zlgo" —(y+m).
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Wartos$ci poszczeg6lnych sktadowych wynosza:
ai =’ d =7-2,6=18,2 cm/s?,
al =e-04=173-68,58 =118,6 cm/s?,
ab =0’ -d, =7-40,36 = 2813 cn/s?,
al = OB=¢-04=0a =118,6 cm/s?,

Wartos$ci przyspieszen a4 1 ag rowne sa:
2 2
a, = \/((164) +(a;) —2((161)((1;)0%5,

ap = (a2 + (a2) = 2(a) () cos (r+m).

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano: a , = 136,6 cm/s?, az = 198,4 cm/s>.

ZADANIE 2.3.13

Walec kruszarki toczy si¢ po biezni bez poslizgu z predkoscia katowa wy = 0,5 ¢
wzgledem osi pionowej (@ [sﬁl], t[s]) (rys.2.3.13). Dladanych OC=h=1m,r=0,5m
obliczy¢ przyspieszenie najwyzej potozonego punktu 4 walca.

A

IRV |

DL j}c._

r

WL%
ANNAZO NI

Rys. 2.3.13

]

[

I

!

Rozwiazanie

Zadanie rozwigzano dwoma sposobami:

1) wykorzystujac wektorowy rozklad przyspieszen,
2) metoda analityczna.
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Ad1)

Przyspieszenie punktu 4 walca oblicza si¢ jako sume geometryczna przyspiesze-
nia doosiowego i obrotowego

4=ay +670,
przy czym
@, =Oxv, = OxX(®X04),d, =EXO0A = (5 +E)XOA =, +3,,

gdzie:

o — wektor chwilowej predkosci katowej wzgledem osi chwilowej €,

€ — wektor chwilowego przyspieszenia katowego wzgledem osi chwilowej E,
sktadowe €, i€, wynikaja ze zmiany wartosci i kierunku predkosci ®, co oznacza, ze
przyspieszenie obrotowe g, punktu 4 mozna rozlozy¢ na dwie skladowe a,ia,, .
Pierwsza jest prostopadta do osi €2, a druga do wektora €.

Wyznaczy¢ wige nalezy predkos¢ ® i przyspieszenie € oraz potozenie osi chwilo-
wych Qi E. O§ Q chwilowego obrotu przechodzi przez punkt kulisty O i punkt B
(rys. 2.3.13a). Z rozktadu predkosci

— . . 0)0 r . . Z + r2 .. . . .
o wynika, ze — = OB =sin o, a wigc 0= 0y — 1 jest funkcja czasu, poniewaz
0} r

funkcja czasu jest predkos¢ .

Rys. 2.3.13a
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Sktadowe przyspieszenia € sg rowne:
- _do _ _ _ . _
€ =T e € = 0yx® (T, wersor osi Q), przy czym €=¢ +¢&,,
t

a ich wartosci wynosza:

do . Vh* +7? . S VA +7? 5 h
=—=0)—, &, =0ymsin(90-a)=n; ——— — coso. = w; —-

& =—
dt r r r

Rozktad przyspieszen € i €, oraz potozenie chwilowej osi £ pokazano na rysun-
ku 2.3.13a. Przyspieszenie €, jest prostopadle do wektoréw @, i ®.
Warto$¢ przyspieszenia doosiowego wynosi:

h |
a; = o’ - AK = o - ABcos o = o° -2rcosoc=20)%— h? 42,
r
Wartosci sktadowych ay; i aq, przyspieszenia obrotowego a, wynosza:

ag; =€, - OA-sin(180 —20t) =g, - AK =2hdd,

gy =€, -OA-sin90° = mgﬁ\/hz +r2.
r

Zatem przyspieszenie punktu 4 zapisa¢ mozna jako sume
a_A =a_d +a_01 +a_02.

Wartos¢ przyspieszenia a4 obliczy¢é mozna, wyznaczajac jego wspolrzedne:
ay =—4ao1>

a,=—(ag +agp)sina,

. r
a, =(agy —ay)coso, SiNOL=————, cosO =

h
\/h2+r2 \/hz+r2
Dla danych liczbowych otrzymano:

agy = 1m/s%,  ag,=0,56 > m/s?, a,=1,12 t* m/s?,

sino =0,4472, coso =0,8944

oraz

a, =\/a§ +ay+al = J(— 1)? +[(~1,68-0,4472)% + (—0,56 - 0,8944)% 112 =

=1+081¢% [m/s?].
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Ad2)

W tym przypadku korzysta si¢ bezposrednio z wzoréw okreslajacych wspotrzedne
przyspieszenia, tzn.:

a, =£yz—£Zy+0)x(0)xx+0)yy+0)Zz)—0)2x,
2
a,=€,x—€,2+0,(0,Xx+0,y+®,2) -0y,

a, =€,y —€,X+ 0 (0x+0,y+0.2) -0z

Dla punktu A4:
x=0, y=h, z=r,
€, =€), &,=—gCos0, &, =¢gsino,
0, =0, 0,=-0,, ©® =0, oraz 0)2=033+0)%.

Dokonujac obliczen wartosci €, €,, ®,, sino. i coso jak w przypadku 1), otrzyma-
no ostatecznie, z zalezno$ci a, =1lai +a§ +a§ wartos$¢ przyspieszenia punktu A

a,=1+081 1% [m/s?].

2.4. Ruch zlozony punktu

ZADANIE 2.4.1

. . . T . . .
Punkt K porusza si¢ wg rownania oo =—sin¢ po obwodzie ruchome;j tarczy o pro-

mieniu 7 = 1 m (rys. 2.4.1). Tarcza porusza si¢ na skutek oddzialywania na nig przez prze-
guby 4 i B dwdch rownolegtych korb napgdowych 0,4 1 O,B o dtugosciach R = 1 m.

Ruch kazdej korby okresla réwnanie ¢ =l t rad. Obliczy¢ predkos¢ 1 przyspieszenie

bezwzgledne punktu K w chwili ¢ =§ S.
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Rozwigzanie

Korby 0,4 i O,B poruszajg si¢ ruchem obrotowym odpowiednio wzgledem osi
obrotéw w punkcie O, i O,, natomiast tarcza porusza si¢ ruchem postgpowym (dowol-
ny odcinek, np. odcinek OA4, przemieszcza si¢ stale rownolegle) krzywoliniowym.
Ruch punktu K wzglgdem tarczy jest ruchem wzglednym, a ruch punktu K zwiazanego
sztywnie z tarcza (,,$ladu” K punktu K na tarczy) i poruszajacego si¢ razem z tarcza
jest ruchem unoszenia. Ruch wzgledny jest ruchem po okregu, a ruch unoszenia jest
ruchem postgpowym. Predkos¢é bezwzgledna punktu K jest suma geometryczng pred-
kosci unoszenia i wzgledne;j

K =Vp =\7u+\7w.

Ruch wzgledny rozpatruje si¢ tylko jako ruch wzgledem tarczy, tzn. nie uwzgled-

nia si¢ chwilowo ruchu samej tarczy i w zwiazku z tym predkosé wzgledna rowna jest

. W

=,,r = 0r =—rcost,
4

w w

a w chwili

T
tl :E’ VW(tl)ZO.

Predkos¢ unoszenia rozpatruje si¢ jako predkos¢ vy $ladu K, punktu K, tj. punktu
sztywnie zwigzanego z tarcza. Ruch unoszenia jest ruchem postgpowym i w zwigzku

ztym v, =Vgr =V, =vp (rys. 2.4.1a). Wartos¢ predkosci unoszenia obliczy¢ mozna
1

wyznaczajac warto$¢ predkosci punktu 4: v, =v, =0y R =R =—R=0,33 m/s.
Poniewaz v,, =0 w chwili #;, wigc [Vg| =[] =[v,|=0,33m/s dla 7 =1,.
Przyspieszenie punktu K wyznaczono na podstawie rozkladu przyspieszen w ru-

chu ztozonym

K =ap=a, +a, +dcy,

gdzie a,, =2w, XV, jest przyspieszeniem Coriolisa. Ruch unoszenia jest ruchem po-
stepowym i w zwiazku z tym predkos¢ katowa unoszenia @, =0 i przyspieszenie
Coriolisa a.,, =0.

Przyspieszenie unoszenia jest rowne przyspieszeniu punktu Ky, tj.

przy czym a, =a, =d . +ay,.
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Rys. 2.4.1.a Rys. 2.4.1b

Przyspieszenie wzgledne punktu K wzgledem punktu 0 rowne jest

a, =au,+a,,.
Obliczajac:
Ay =, =€ R=OR =0,

: 1
Ay = A gy =m§1R=<p2R=§R=o,11m/s2,

L e T
otrzymuje si¢ w chwili #; = 7 s:
Uy =4 =0,a,,=ay,=011m/s%

e =—§r =—§ m/s2, a,, =0 oraz P(t;) =180° —[a(t,) + ()] = 105°.

Rozktad przyspieszen pokazano na rysunku 2.4.1b. Wartos$¢ przyspieszenia punk-
tu K w chwili ¢, wynosi:

ax =a, =\/a5n +al,+2a,, a,.cosPp =083 m/s?.
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ZADANIE 2.4.2

. . . . 1 .
Punkt K porusza si¢ po tarczy zgodnie z rOwnaniem s = 3 ¢* [m], tarcza za$ o pro-

mieniu » = 1 m obraca si¢ ze stala predkoscia katowa o, = 1 ! wzgledem osi piono-
wej (rys. 2.4.2). Obliczy¢ predkos¢ i przyspieszenie bezwzgledne v, ia;, punktu K
w chwili ¢, =2s.

Rys. 2.4.2 Rys. 2.4.2a

Rozwiazanie

Ruch wzgledny punktu K jest ruchem po okrggu o promieniu » wzgledem $rodka
tarczy. Ruch unoszenia jest ruchem punktu K sztywnie zwigzanego z tarcza, tzn. jest
ruchem obrotowym tarczy wzgledem pionowej osi obrotu. Predkos¢ v, i przyspiesze-
nie @, oblicza si¢ z rownan wektorowych:

=I
S
Il
=

w T Vs

Sl

+a,, ta.-

S|
53

u
Warto$¢ predkosci unoszenia i wzglednej w danej chwili jest rowna:
— — —o—42
V, =@, r =0y, v,=5=tI".

Oba wektory sa styczne w punkcie K do obwodu tarczy, przy czym ich zwroty sa prze-
ciwne. W zwiazku z tym wartos$¢ predkosci v, rowna jest v, =v,,—v,,adlat=¢ v, =3 m/s.
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Przyspieszenie unoszenia i wzgledne oblicza si¢ z zaleznosci:
=a,.+a,,.
Wartosci poszczegdlnych sktadowych wynosza:

Ay =€,7 =€gr =Myr =0,

2 2
aun —(DMF—(DO}”,

Przyspieszenie Coriolisa jest rowne
Aoor =20, XV, =2 XV,

Wartos¢ przyspieszenia a,,. Wynosi

ac =2y, sin90° = 2,2

Rozktad przyspieszen w punkcie K pokazano na rysunku 2.4.2a.

Oznaczajac a; =a,,, + a,, +agy, Otrzymano:

_ 2 2 _ 2
ap = \/al +tdy = \/(awn +a,, —Aeor )2 +dye,

adla chwili ¢, =2's, a, = 9,85 m/s%.

ZADANIE 2.4.3

Wzdluz tworzacej stozka obracajacego si¢ dookota osi pionowej przemieszcza si¢
tulejka K (rys. 2.4.3). Dla danych: @ =27 s, s = 2/ m, o = 30° obliczy¢ predkosé

1 przyspieszenie bezwzgledne tulejki K w chwili ¢, =1 s.

Rozwiazanie

Wzgledem uktadu ruchomego, jakim jest stozek, ruch tulejki K jest ruchem
wzglednym. Jest to ruch prostoliniowy opisany réwnaniem s = 2¢/2. Ruch punktu K
zwigzanego ,,mys$lowo” w danej chwili sztywno ze stozkiem jest ruchem unoszenia. Ze
wzgledu na ruch obrotowy stozka jest to ruch po okrggu o promieniu OK z predkoscia

katowa ®. Predkos¢ bezwzgledna v;, wyznacza si¢ z zaleznosci

b=\7u+\7w.
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Rys. 2.4.3

Wartosci sktadowych w ruchu unoszenia i wzglednym sa rowne:
v, =0, -OK = - AK -sino =21,

=s5=4t

w

Z rozkladu predkosci pokazanego na rysunku 2.4.3a wynika, ze v, = 1[\)3 +va,
a dla chwili #; =1 s wynosi v, = 4,5 m/s.
Przyspieszenie bezwzgledne oblicza si¢ z zaleznos$ci:

p=a, +a,, +ac.

Ze wzgledu na ruch obrotowy stozka przyspieszenie unoszenia wynosi:

ay =dyp t Ay
i
b =dyr T Aun T Ay T deors
gdzie a.,, =2, XV, =20XV,,.

Wartos$ci poszczeg6dlnych sktadowych sa roéwne:

4, =€, OK =0, OK =0 OK =@ AK -sino.= @-s-sin ot = 272,

aun=c05-OK=(02-Ochoz-AKsinoczcoz-s-sinoc=4t3.

a,=5=4,

Ggor =200, v, 5in (180 — o) = 200w, sin o0 = 8.
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Kierunek przyspieszenia Coriolisa @, wynika z zapisu wektorowego tego przy-
spieszenia, co pokazano na rysunku 2.4.3b, rozktad przyspieszen pokazano na rysun-
ku 2.4.3c. Ze wzgledu na przestrzenny rozklad przyspieszen wygodnie jest wyznaczy¢
wspotrzedne przemieszczenia bezwzglednego w przyjetym uktadzie odniesienia, a nastep-

nie obliczy¢ wartos$¢ przyspieszenia bezwzglednego ze wzoru a;, = 1/a;fx + agy + a,fz.

Rys. 2.4.3a Rys. 2.4.3b

Rys. 2.4.3¢ Rys. 2.4.3d
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Dokonujac odpowiednich dziatan otrzymano:
Ape =a,, sinc.—a,,,

ap

y = dyy T

cor
a,, =—a,,cosa,

idlaz; =1s a,=10,8 m/s’.
Kierunek przyspieszenia a, pokazano pogladowo na rysunku 2.4.3d.

ZADANIE 2.4.4

Dany jest mechanizm pokazany na rysunku 2.4.4. Korba napgedowa O,4 porusza
si¢ ze stala co do wartosci predkoscia katowa ® wzgledem osi obrotu prostopadiej
w punkcie O, do plaszczyzny rysunku. Majac dane r, R, k, [ obliczy¢ predkos¢ m, i przy-
spieszenie katowe €, korby O,C w funkcji kata o.

Rys. 2.4.4 Rys. 2.4.4a

Rozwiazanie

Suwak A4 porusza si¢ wzgledem ruchomego jarzma wzdluz pionowej prowadnicy
ruchem wzglednym; jest to ruch prostoliniowy. Ruch unoszenia suwaka A jest okreslo-
ny w danej chwili ruchem jarzma. Jest to ruch prostoliniowy o kierunku ruchu jarzma.
Ruch bezwzgledny suwaka 4 wynika z ruchu korby O,4, ktérej koficem jest suwak.
Jest to ruch po okregu o promieniu O,4 = r z predkoscia katowa w. Korzystajac z roz-
ktadu predkosci w ruchu ztozonym, obliczy¢ mozna predkos¢ unoszenia v,, znajac
wartos¢ predkosci bezwzglednej v, punktu A.

V=V, =T, 47,

Rozktad wektoréw predkosci pokazano na rysunku 2.4.4a.
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Mozna wigc zapisac:

vb=vA=0)~01A=u)r,

v, =V sino = @rsina.

Predkos¢ unoszenia punktu A4 jest rownoczesnie predkoscia jarzma i w zwiazku
z tym predkoscia bezwzgledna punktu B. Predkos¢ unoszenia punktu B jest predkoscia
tego punktu sztywnie zltaczonego w danej chwili z korba O,C i1 wynikajaca z ru-
chu tej korby. Ruch unoszenia punktu B jest wigc ruchem po okregu o promieniu O,B.
Predkos¢ wzgledna punktu B jest predkoscia wzgledem korby O,C. Ruch wzgledny
jest ruchem prostoliniowym wzdtuz korby O,C. Rozktad predkosci punktu B pokazano
na rysunku 2.4.4b. Predkosé ka}towq o, korby O,C obliczy¢ mozna, znajac predkosé

Vu

unoszenia v;, punktu B; ®; =
b}

Rys. 2.4.4b

Predkos¢ bezwzgledna punktu B jest wigc rowna vy = v, = wrsino., a predkosé
unoszenia punktu B v, =vp cosP.

L R
Obliczajac O,B =\/R2 + (rcos(x+l—k)2, cosf =ﬁ, otrzymano
2
rRosin o

R2+(rcosoc+l—k)2.

(Dlz

Poniewaz ® = const, wigc o0 = ¢ 1 predkos¢ ®; wynosi

rRm sin ot

(Dlz .
R2+(rcosoc+l—k)2

Przyspieszenie katowe €, mozna obliczy¢ jako pochodna ®, wzgledem czasu

dm R’ 2r(rcoso+1—k .2
|
g = = cos oL+ sin“o |.

dt  R*+(rcoso+1—k)? R? +(rcosa+1—k)?

Przyspieszenie €, otrzyma¢ mozna tez, korzystajac z wektorowych rownan przy-
spieszen punktu 4 i B.
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Rozpatrujac ruch ztozony tych punktow, otrzymuje si¢ rownania:
Ay =0y +ayy, dp=ap+aup+dg,
przy czym:

g =Gy tay,, a4=dg,
yp =ayp +ayp,
Aoy =20, XV, =20 XV,
1w zwiazku z tym
Aqp+ay, =dp+a,,,
ag = a_JB + a_:B +ayp + Aeor-

Rozktad przyspieszen pokazano na rysunku 2.4.4c i 2.4.4d.

S

Rys. 2.4.4¢ Rys. 2.4.4d

Obliczajac:
A4 =0-04=0,
4y, =0 -04=wr,

n _ .2
aup =0 -0, B,

Agor =20V, 8In90° =2, v sin B =2m,v 4 sin a.sin B = 20, @r sin ousin P,

oraz rzutujac na osie x i y uktadu odniesienia (rys. 2.4.4d) ré6wnania wektorowe przy-

spieszen z uwzglednieniem powyzszych zalezno$ci oraz obliczonych wczesniej warto-
$ci @, O,B ikata B, otrzymano

. rRo? 2r(reosa+1—k)
= cos +

a,p =
’ \/R2+(rcos0c+l—k)2 R® +(reoso+1—k)?

sin? o |.
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T

. . . . L. aug .
Przyspieszenie katowe €, korby O,C wylicza sie z zaleznosci €, = —“5- i osta-
tecznie otrzymuje si¢ 2
rRw? 2r(rcoso+/—-k) . »
€ =— 5| coso+— >sin” o).
R™ +(rcoso+/—-k) R” +(rcoso+/—-k)

ZADANIE 2.4.5

W mechanizmie czworoboku przegubowego O,4B0, (rys. 2.4.5) napgdzana jest
korba 0,4 = r ze stalg predkoscia katowa o = 1 s Wzdtuz preta AB porusza si¢
tulejka K, zgodnie z prawem ruchu

AK;=s=%(LH)m.

W chwili ¢, = 1 s korba O,4 przyjmuje potozenie poziome, a korba O,B pionowe.

Rys. 2.4.5

Wyznaczy¢ w tym potozeniu predkos¢ i przyspieszenie bezwzgledne tulejki K, jezeli
AB=1=2m, 02B=R=3r=%l.

Rozwigzanie

Punkt K, porusza si¢ ruchem ztozonym. Ruch wzgledny jest ruchem wzgledem
uktadu ruchomego, tzn. ruchem wzgledem pre¢ta AB. Jest to ruch prostoliniowy zgodnie
z rownaniem s(f). Ruch unoszenia jest ruchem punktu K zwigzanego sztywnie z pretem
AB w danej chwili i poruszajacego si¢ razem z nim. Pr¢t AB porusza si¢ ruchem pla-
skim i ruch unoszenia tulejki K, rozpatrywany jest jak ruch punktu bryly w ruchu pta-
skim. Predko$¢ bezwzgledna tulejki jest rowna

Vy =V, 47,

Predkos¢ unoszenia wyznaczona moze by¢ z rozktadu predkosci w ruchu ptaskim
(ruch unoszenia jest ruchem plaskim)

V, = Vg :\_/A +‘7KA'
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Rozktad predkosci w ruchu unoszenia w polozeniu mechanizmu w chwili ¢, =1 s

(tulejka K, jest wowczas w polozeniu s =ll ) pokazano na rysunku 2.4.5a. Predkos¢
bieguna 4 wynosiv, =0 - O4A=o - r.

7/ VA N

Rys. 2.4.5a

Predko$¢ wzgledem bieguna vy, obliczy¢ mozna z proporcji

VK4 VB4 . KA 1
—=—=—=, ). Vg4 =Vpy——=—"Vpy-
KA 4B J- VK4 = VB4 1B o B4
Predkos¢ punktu B wzgledem bieguna 4 wyznaczy¢ mozna z rozktadu predkosci
w punkcie B (rys. 2.4.5a)

\73 =\7A +VBA'

Wynosi ona
Y 0-r
Vpg = = >
cosol  CosQL
[ 2 2
0,4 AB® -0,B 3
przy czym coso,=—2— = 2 =£, o=30°.
AB AB 2

Sktadowe predkosci unoszenia wynosza wigc:

V3
vV, =0r, VKAZ(DFT'

Predkos¢ wzgledna jest rowna

1

v, =§=—m/s.
2
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Predkos¢ bezwzgledna tulejki K, mozna zapisa¢ wigc jako sumg wektorowa
Vb :‘714 +‘7KA +‘7W’

co pokazano na rysunku 2.4.5b.
Obliczajac:

Vpx =V, TV 48iN0L,

be =V,4C0SU—Vgy,

predkos¢ bezwzgledna wyznaczono z zaleznosci v, = 1/"13;( +v§y i dla danych liczbo-
wych otrzymano v, = 0,1 m/s.

Rys. 2.4.5b

Przyspieszenie bezwzgledne tulejki rowne jest

p =0, +d, +dg,.
Przyspieszenie unoszenia wyznaczone moze by¢ z rozktadu przyspieszen w ruchu
ptaskim

a,=a,+tag =a,tagy +a,, .

Przyspieszenie a, = ay, = 0,7,
poniewaz ® = consti a wiec a,, = 0.
2.2

. . i) 20
Przyspieszenie afp, =~—242 ="
yoP K=" ka 3l
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Przyspieszenie a4 wyznaczy¢ mozna, obliczajac przyspieszenie punktu B:
— — — o = = —1 —n
agp =a,+apgy WZngdnle ap.tap, =a,+ap, +apy.

Rozktad przyspieszen przedstawiono na rysunku 2.4.5c. Rzutujac powyzsze row-
nanie na o$ Y przyjetego uktadu odniesienia otrzymano

a

=T B n

Aapy =—_2" +aBA thC,
Cos

2 2,.2 22,2
Vg vitgmon o rotgTo
przy czym aBnZOBz R = = ,
2

2
no_ (VBA) _ wr
aBA = = 5 .
BA lcos” o

Rys. 2.4.5¢

Znajac przyspieszenie a4, wyznaczy¢ mozna przyspieszenie ay z zaleznosci:

T T

ax4 _Apy T . K4 1
2L =22 tzn. agy=apy——=—dapy.
KA AB KA=TBA g~ o B4

Przyspieszenie wzgledne tulejki K, jest rowne a,, =§ =0.

Przyspieszenie Coriolisa tulejki K, zapisa¢ mozna jako iloczyn wektorowy:
Aeor = 20, XV, gdzie predkos¢ katowa ®, ruchu unoszenia jest predkoscia katowa ® 4
w obrotowym ruchu wzglednym preta AB (jako sktadowym ruchu ptaskiego preta).
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Wartos¢ przyspieszenia Coriolisa wynosi:

Y 20rs
BA ,, _

Goor =20, ¥, $IN90% = 20,45 v,y = 2=, vy =T

Tak wigc przyspieszenie bezwzgledne tulejki K, zapisa¢ mozna
_ T =n =
ap, =dy +aKA +aKA +acor.

Rozktad przyspieszen pokazano na rysunku 2.4.5d.

Rys. 2.4.5d

Obliczajac wspolrzedne przyspieszenia bezwzglednego, otrzymano:
Apye = a4 COSOL— Ay,

Ay, =—a, sin+ag, — -

Y

Z zaleznosci a;, = Jagx + agy dla danych liczbowych otrzymano a, = 0,25 m/s?.

ZADANIE 2.4.6

Tarcza o promieniu 7 (rys. 2.4.6) wykonuje ruch obrotowy wzgledem osi obrotu
prostopadtej do ptaszczyzny rysunku w punkcie O. Do tarczy zamocowany jest przegu-
bowo w punkcie 4 pret AK o dlugosci r, poruszajacy si¢ w ptaszczyznie ruchu tarczy.
Ruch tarczy wzgledem jej osi obrotu opisuje rownanie @ = 3 t, a ruch preta wzgledem

osi prostopadlej w punkcie 4 do plaszczyzny rysunku opisuje rownanie o =—f.
Obliczy¢ predkosé punktu K w chwili ¢, =1 s, jezelir = 1 m. 4
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¥~

Rys. 2.4.6 Rys. 2.4.6a

Rozwigzanie
Zadanie rozwiazano trzema metodami:

1) wykorzystujac skoniczone rownania ruchu punktu X,
2) traktujac ruch punktu K jako ruch ztozony,
3) traktujac ruch preta jako ruch plaski.

Ad1)
Wspotrzedne punktu K zapisano w nieruchomym uktadzie odniesienia (rys. 2.4.6a):

Xg =0Acos@+ AK cosa = r(cos%t + cosit}
. . .1 .1
yg =0A4sin@+ AKsina=r sm§t+smzt .
Obliczajac pochodne wzgledem czasu, otrzymano wspotrzedne predkosci punktu K:

Vi =X =—T 1sin1t+1sin1t

ek 373 4 4
Vi, =V =F 1cos1t+1cos1t

AR ER A AR |

Z zaleznosci vg =+x2 + % dlat==1, = s, otrzymano vy = 0,58 m/s.
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Ad2)

Wprowadzajac ruchomy uktad odniesienia OEn zwiazany z tarcza (poruszajacy
si¢ razem z tarcza), ruch wzgledny punktu K opisa¢ mozna katem y = @(¢) — o(?)
(rys. 2.4.6b). Predkos¢ wzgledna w obrocie preta AK wzgledem osi obrotu w punkcie 4
jest rowna

v, =0, AK = - AK = (¢ — &) r.

Rys. 2.4.6b Rys. 2.4.6¢

Ruch unoszenia punktu K rozpatruje si¢ jako ruch konca preta AK unieruchomione-
go w danej chwili wzgledem tarczy i poruszajacego si¢ razem z tarcza, tj. ruch sladu K*
punktu K na plaszczyznie O&n. Rozklad predkosci pokazano na rysunku 2.4.6c¢.
Predkos¢ unoszenia jest rowna:

V, SVgx =W, 5, =0, -0K=('p-2rcos%.

Predkos¢ bezwzgledng obliczono z zaleznosci

vy =V =\/va +v2—2v,v, cosd,

gdzie cosd = cos(lSO—l)z—cos iy
2 2

Dla danych liczbowych otrzymano vy = v, = 0,58 m/s.



Ruch ztozony punktu 145

Ad 3)

Wprowadzajac uktad ruchomy AE™’ (rys. 2.4.6d) tak, aby poruszat sie on ruchem
postepowym podczas ruchu tarczy (osie tego uktadu poruszaja si¢ stale rownolegle),
ruch ptaski preta AK rozpatruje si¢ jako ruch ztozony z postgpowego ruchu unoszenia
uktadu A€M’ (jest to ruch preta razem z uktadem AE™ ") i obrotowego ruchu wzgledne-
g0, tj. ruchu obrotowego preta AK wzgledem osi przechodzacej przez punkt 4. Ruch
wzgledny opisuje rownanie o(7).

"\

|
a ’
| -
S Ko
== e
!
t
t
Rys. 2.4.6d Rys. 2.4.6¢

Przyjmujac biegun w punkcie A4, predko§¢ punktu K oblicza si¢ z réwnania
(rys. 2.4.6e)

VK = ‘714 +‘_)]<A'
Wartosci sktadowych v 4 1 v, wynosza:
Vv y=@0-OA=¢-r, vgy=0-4AK=0"r,

a wartos¢ predkosci punktu K:

Vi =\/v/21 +v]2<A +2v vgy 080, gdzie 6 =¢ - 0.

Podstawiajac dane liczbowe otrzymuje si¢ vg = 0,58 m/s.
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2.5. Skladanie ruchow postepowych i obrotowych

ZADANIE 2.5.1

Mechanizm korbowo-wodzikowy napgdza ruchoma platforme, na ktorej zamoco-
wany jest wahliwie podwieszony na pretach pomost 4B (rys. 2.5.1).

Dla danych: 0, =0,25ns™", o, = %n s, r=0,6m, R=0,4m obliczy¢ bezwzgled-

ng predkos$¢ pomostu w chwili ¢, = 1 s.

platforma

Rys. 2.5.1

Rozwigzanie

Pomost 4B porusza si¢ ruchem ztozonym: wzglednym ruchem postgpowym
wzgledem platformy i postgpowym ruchem unoszenia wynikajacym z postgpowego ru-
chu platformy.

Ruch bezwzgledny pomostu jako ztozenie dwoch ruchdéw postepowych jest tez
ruchem postgpowym. Obliczajac predkos¢ bezwzgledna dowolnego punktu pomostu
np. punktu 4, wyznaczymy tym samym predkosé bezwzgledna calego pomostu
V4 =V, +V,, gdzie v; jest predkoscig unoszenia (predkos¢ platformy), v, jest predko-
scia wzgledna (predkos¢ wzgledem platformy).

Rys. 2.5.1a
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Predkos¢ v, jako predkosé dowolnego punktu platformy wyznaczy¢ mozna, obli-
czajac w przyjetym, jak na rysunku 2.5.1a, uktadzie odniesienia wspotrzedne punktu K,
a nastgpnie obliczajac wspotrzedne predkoscei:

Xg =2Rcoso=2Rcoswyt, yg =0,
V) =Xg =—2RAsin o0 = =2 R0y sin Wyt
Warto$¢ predkosci w chwili ¢, = 1 s wynosi

v (1) =g (1)] = 0,172 s,

Predkos¢ v, obliczy¢ mozna wzgledem punktu O, ze wzoru: v, =, - O14 =, - 1.

W chwili ¢, =1 s v, = 0,21 m/s. Ze wzgledu na to, ze », = const, ruch korby 0,4
wzgledem punktu O, opisany jest rOwnaniem ¢ = m,z, skad dlaz=1¢, ¢ = 60°.

Predkos¢ bezwzgledna punktu 4, a tym samym predkosé bezwzgledna pomostu,
rowna jest

V=V, = \/vlz +v3 + 20y, c0s120° = 0,56 mys.

Identyczng metodyke obliczen mozna zastosowaé do wyznaczenia przyspieszenia
pomostu.

ZADANIE 2.5.2

Korba OA obraca si¢ wokot osi O z predkoscia katowa o, i wprawia w ruch koto
IV toczace si¢ bez poslizgu wewnatrz kota nieruchomego V. Ruch kota IV powoduje
z kolei ruch kota II — III i nastgpnie kota I (rys. 2.5.2). Znajac promienie ry, r,, 3, 4
wyznaczy¢, predkosci katowe poszczegdlnych kot.

Rozwiazanie

Koto I wykonuje ruch obrotowy wzgledem osi O, natomiast kota II — IIT i IV ruch
ptaski, tj. ruch ztozony z ruchu unoszenia wynikajacego z ruchu korby OA4 i ru-
chu wzglednego obrotowego odpowiednio wzgledem osi przechodzacych przez srodki
kot IT — III 1 IV. Kierunek obrotu wzglednego wyznacza si¢ z pozycji obserwatora
»znajdujacego si¢ na ramie OA”.

Dla kazdego z k6t mozna napisa¢ zalezno$¢:

®;,=0,+ o i =1,2,3,4,5,

Wi

gdzie o; jest predkoscia katowa bezwzgledna, o, jest predkoscia katowa unoszenia
réwna o, a ,,; jest predkoscia katowa wzgledna.
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Rys. 2.5.2 Rys. 2.5.2a

Dla poszczegdlnych kot predkosci katowe zaznaczono na rysunku 2.5.2a.
Tak wiec:

O =0y — O,
Wy = 3 = W) + O3,
Wy = Wy — Oy,

s =0, — 0,5 =0 (kotoV jest nieruchome).

Wykorzystujac powyzsze zwiazki oraz zalezno$ci na przetozenia wzgledne po-
szczegoblnych par kot:

Oui P O B Oua 75
.

> >

b
no Wy 73 W5 7y

w3
otrzymano:
}’5}’2
Wy =W —,
r1r3
5
M3 =Wy —,
3
5
W4 =Wy —,
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a po podstawieniu r5 = r; + r, + r3 + 2r, otrzymuje si¢ predkosci katowe poszczegdl-
nych kok:

r3(1—n)—n(n+r —2r)
nr ’

(D] 20)0

n+r+2(r3+r)
Wy =03 =0 J
3

n+r+nrn+tr
m4:mow,
Ty

Dobierajac odpowiednie dlugosci promieni koét, uzyska¢ mozna nie tylko rézne

wartos$ci predkosci katowych, ale rowniez rézne kierunki obrotow poszczegoélnych kot.

ZADANIE 2.5.3

W przektadni pasowej jak na rysunku 2.5.3 predkos¢ katowa ramki rowna jest .
Koto pasowe o promieniu » napedzane jest z predkoscia katowa ;. Wyznaczy¢ pred-
kos¢ katowa m, kota o promieniu R.

Rys. 2.5.3a

Rozwiazanie
Predkos¢ katowa bezwzgledng kot zapisaé mozna zaleznoscia

w=0,r0,, =12,

gdzie w,; jest predkoscia unoszenia wynikajacq z ruchu ramki, tzn. ®,; = ), a ®,,; jest
predkoscia wzgledng (rys. 2.5.3a).
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Zatem ;= )+ O,,,
0y = 0y + 0y,
a po uwzglednieniu przetozenia wzglednego

W,

R
0‘)W2 r
r
OtrZymano 0)2 = 0)0 +E (0)1 - 0)0).

Dobierajac odpowiednio promienie kot oraz predkosé katowa m, uzyska¢ moz-
na roézne wartosci predkosci katowej m, 1 rézny kierunek obrotow tego kota, np. dla

R . .
W] = 0y 1—7 predkos¢ ®, = 0 i kolo to porusza si¢ ruchem postgpowym, a dla

; = 0, predkos¢ katowa w, rowna si¢ .



3. Dynamika

3.1. Uwagi metodyczne dotyczace rozwigzywania zadan
z dynamiki

Zadania z dynamiki zaliczy¢ mozna ogdlnie do dwodch grup: zadan dotyczacych dy-
namiki punktu materialnego i zadan dotyczacych dynamiki uktadu punktow materialnych.
Przez uktad punktéw materialnych w sensie mechanicznym rozumie si¢ uktad, w ktérym
polozenie jednego punktu uzaleznione jest od potozenia pozostatych punktow. Jezeli
odlegtosci pomigdzy punktami w uktadzie punktow materialnych nie zmieniaja si¢, to
taki uktad nazywa si¢ bryta lub ciatem sztywnym. W zwiazku z tym dynamike dzieli si¢
na trzy czgsci:

1) dynamike punktu,

2) dynamike uktadu punktow,

3) dynamike bryty.

Przystgpujac do rozwiazywania zadan z dynamiki, mozna kierowac si¢ ponizszy-
mi wskazdwkami metodycznymi.

— Zrozumie¢ zadanie.
— Podja¢ decyzj¢ dotyczaca umieszczenia rozpatrywanego problemu w jednej
z trzech czgsci dynamiki.

Nie zawsze jest to sprawa oczywista, poniewaz punkty materialne i ich
uktady sgq pewnymi modelami uktadow rzeczywistych (maszyn, urzadzen itp.).
Modelowanie takich uktadow wiaze si¢ przede wszystkim z przyjeciem pew-
nych kryteridéw dotyczacych osiagnigcia zatozonego celu i dlatego mozemy
na przyktad w pewnych przypadkach traktowaé¢ bryly jak punkty materialne,
a w innych nie.

—  Wybra¢ odpowiednia metod¢ do rozwigzania zadania.

Do rozwigzania okre$lonego zadania mozemy zastosowac¢ wiele metod
wynikajacych z praw i zasad mechaniki, tzn. ze rozwigzanie uzyska¢ mozna,
wykorzystujac rownorzednie rézne prawa i zasady, np. II prawo Newtona
lub zasad¢ rownowartosci energii kinetycznej 1 pracy czy roOwnania Lagrange’a
II rodzaju.
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Wybor metody zalezy gltownie od tatwosci jej zastosowania dla danego
przypadku i szybkosci osiagnigcia celu, tj. rozwigzania zadania.
— Sprawdzi¢ wymiary wyznaczonych wielkosci.
— Przeprowadzié¢, jezeli to potrzebne, dyskusj¢ nad otrzymanymi wynikami oraz
analiz¢ rozpatrywanego problemu.

Szczegdlowe uwagi metodyczne dla poszczegodlnych typow zadan podano przy
ich rozwiazaniach.

3.2. Dynamika punktu materialnego

3.2.1. Rozniczkowe rownania ruchu — wyznaczanie sit

ZADANIE 3.2.1

Obliczy¢ wartos¢ sily naciggu liny dzwigu osobowego podczas ruchu kabiny
w dol, jezeli cigzar kabiny wynosi G = 8000 N, jej przyspieszenie a = 0,4 g (g — przy-
spieszenie ziemskie), a sita oporu jazdy F' = 0,2G.

Rozwiazanie 2 ]
Ze wzgledu na postepowy ruch kabiny traktowana jest ona jako
punkt materialny, do ktérego przytozono wszystkie dziatajace sity IS
(rys. 3.2.1), przy czym site naciagu S 1.1ny przytozono, stosujac zna- «
ne ze statyki metody uwalniania od wigzow.
Wartos¢ sity naciagu S liny obliczono bezposrednio z roéwna- A
nia rozniczkowego ruchu, ktére w przyjetym jak na rysunku 3.2.1
uktadzie odniesienia ma postaé
3
mi=% P, =G-F-S§,
~ |
gdzie: l
G . VG
m=—,¥x=a=04g,
g
g — przyspieszenie ziemskie, l&
F=0,2G.
Obliczajac § = G — F — mx = 0,4G, otrzymano ostatecznie S = 3200 N.
Warto$¢ sity S bedzie inna w przypadku ruchu ustalonego kabiny Rys. 3.2.1

oraz hamowania.
W przypadku ruchu ustalonego przyspieszenie X =0 1 §=G—F=0,8G = 6400 N.
Podczas hamowania z przyspieszeniem (opdznieniem), np. réwnym co do warto-
$ci przyspieszeniu a = 0,4g, otrzymuje si¢

S=G-F+mx, istad S§=12G=9600N.

Znak ,+” przy mX wynika ze zmiany zwrotu przyspieszenia (opdznienia) w sto-
sunku do zwrotu przyspieszenia w okresie rozruchu (rys. 3.2.1).
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ZADANIE 3.2.2

Wyznaczy¢ site oporu wody w zaleznosci od predkosci todki, ktorej ruch opisany

0 i,
jest rtownaniem x =-—=v, [1 —e © }
kg
gdzie:
0O — cigzar todki,
k = const > 0,
vo — predkos¢ poczatkowa todki.

Rozwigzanie

Przyjeto uktad odniesienia jak na rysunku 3.2.2 i przylozono do 16dki (traktujemy
ja jak punkt materialny) sily: cigzkosci 1o6dki O, reakcji normalnej wody N oraz oporu
wody R na kierunku ruchu todki.

Rys. 3.2.2

Wspoétrzedne predkosci i przyspieszenia todki na osi x sg odpowiednio:

kg kg
) 0! .. kg o
vV, =X=Vye Q a, =xX=—-—vye Q.
Uktadajac rownanie rozniczkowe ruchu w odniesieniu do osi x mx =R ; m =%,
kg
-=&y

otrzymano R, =—kvye Q , a uwzgledniajac wspotrzedna predkosci v,, ostatecznie
obliczono sit¢ oporu wody w zalezno$ci od predkosci: R, = — kv,.
Znak ,,—” oznacza, ze sita oporu wody i predkos¢ todki maja przeciwne zwroty.

ZADANIE 3.2.3

Obliczy¢ site w nici wahadta matematycznego o dlugosci / i cigzarze Q, jezeli je-
go ruch opisany jest rOwnaniem ¢ = @ysino¢ (¢ — kat odchylenia wahadla od pionu,
o = const > 0).



154 DYNAMIKA

Rys. 3.2.3

Rozwigzanie

Ze wzgledu na to, ze ruch wahadta moze by¢ opisany jedna wspdtrzednag kato-
wa (ruch po okregu), wygodnie jest wprowadzi¢ uktad odniesienia jak na rysunku 3.2.3
(0§ T na kierunku stycznym, o$ » na kierunku normalnym do toru). Do wahadta przyto-
zono site ciezkosci O i site reakcji R nici, otrzymana w wyniku oswobodzenia wahadta
od wiezow. Sita R jest co do wartosci rowna sile S w nici.

Do wyznaczenia sity R wystarczy wykorzysta¢ rownania rézniczkowe ruchu
w odniesieniu do osi normalnej n

n
man = 2 B’l s
i=1
gdzie a,, jest przyspieszeniem normalnym.
Podstawiajac a, = l(i)2 do réwnania rézniczkowego ruchu, otrzymuje si¢

ml('p2 =R—-Qcos0,
skad

R=0 L('p2+cos(p .
g
Rézniczkujac rownanie ruchu ¢(7), otrzymano
© = Qymcos 0.

Podstawiajac ¢ do rownania na sit¢ R, otrzymuje si¢

2.2
R= Qll%m cos? of + cos ((po sin (Dt)].

g
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Warto$¢ sity S w nici rowna jest wartosci sily R ; S = R. Korzystajac z otrzyma-
nego wyrazenia mozna obliczy¢ rowniez warto$¢ maksymalng sity R.

2.2
R =Q(l‘p°‘” +1J dla of=k-m

max
g

ZADANIE 3.2.4

Ruch punktu materialnego 4 o masie m opisany jest rownaniem: x = x; cos Y,
¥ =ysinot (o = const). Wyznaczy¢ sile dziatajaca na punkt, jezeli porusza si¢ on po
gladkiej poziomej ptaszczyznie.

Y-

Rys. 3.2.4a

Rozwiazanie

Do wyznaczenia dziatajacej sity wykorzystano drugie prawo Newtona, zgodnie
n

zktorym ma =y P. =P, gdzie P jest geometryczna suma sit czynnych i reakcji dzia-
i=1
tajacych na punkt o masie m i nadajacych mu przyspieszenie .
Z warunkow zadania wynika, ze ruch punktu 4 zachodzi tylko w ptaszczyznie xy.
Na rysunku 3.2.4a przedstawiono punkt 4 o masie m z przytozonymi sitami: ci¢zkosci
i reakcja normalng ptaszczyzny (reakcja styczna nie wystepuje ze wzgledu na to, ze
plaszczyzna jest gtadka). Na rysunku zaznaczono rowniez orientacyjnie szukana site P.
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Z trzech skalarnych réwnan:

P, =mX,
P, =my,
P.=mz,

z
do wyznaczenia sity P wykorzystano dwa pierwsze. Obliczajac:
X ==X 0sin®f, y =y, mcoswt, yﬁ
X= —xO(J)2 coswt, y= —y00)2 sin ot,

otrzymuje si¢ wspotrzedne sity P:

P .= —mx00)2 cos f = —ma’x,

P, = —myo(y)2 sin 0f = —mw’ ¥,

~Yo
ktérej modut wynosi

[p2 . p2 2 [ 2, 2 2
P=Pi + P =mw™x" +y~ =mor,

gdzie r jest modutem wektora — promienia wodzacego punktu A4 (rys. 3.2.4b).

Rys. 3.2.4b

Kierunek sity P okresli¢ mozna, wyznaczajac cosinus kierunkowy kata o, jaki
tworzy ona z 0sig x

P, X
cosOL=—"—=——.
P r
Kierunek sity P jest taki sam jak kierunek wektora 7, przy czym jej zwrot jest
przeciwny do zwrotu wektora 7 (rys. 3.2.4b).
Punkt A porusza si¢ wigc po elipsie

(patrz rownanie ruchu x(¢), y(¢)), pod dzialaniem sily o warto$ci P = mo*r

[2, 2
(” =NXT Tty } prostej dzialania przechodzacej stale przez punkt O i o zwrocie do
punktu O. Site takg nazywa sig¢ silg centralna.
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3.2.2. Roézniczkowe rownania ruchu
— wyznaczanie rownan skonczonych ruchu

ZADANIE 3.2.5

Bryta o cigzarze Q porusza si¢ po gtadkiej poziomej ptaszczyznie pod wplywem
poziomej sity F'= F, = Fjysin ¢ (I, 0 — stale). Wyznaczy¢ skonczone rownanie ruchu,
jezeli w chwili poczatkowej bryta byta w spoczynku. Bryle¢ nalezy traktowac jak punkt
materialny.

Rozwigzanie

Poczatek uktadu odniesienia przyj¢to w potozeniu poczatkowym bryty. Ze wzgle-
du na to, ze w chwili poczatkowej bryta znajdowala si¢ w spoczynku, warunki poczat-
kowe ruchu zapisa¢ mozna w postaci: t =0, x=0, x=0.

Na bryte dziataja nastepujace sity: O, F — sity czynne, R — reakcja normalna pod-
loza (rys. 3.2.5a).

4

—Xﬂ

Pyl

|

[

]
PITXS T 777777777

vé

Rys. 3.2.5a

Korzystajac z drugiego prawa Newtona, otrzymuje si¢ rozniczkowe rdwnanie ru-
chu

mx=1F,

lub

Fyg .
Xngsmu)t @)

Rozwiazujac powyzsze rownanie, wyznaczy¢ mozna predkosé x 1 wspotrzedna x
okreslajaca polozenie bryty w dowolnej chwili 7, tj. skoficzone roéwnanie ruchu.
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Mamy wigc:
) F
x=—LgCOS(Dt+C1 2)
ow
kg .
x=-— sinwr+ it +C, 3)
Ow

przy czym state catkowania C; i C, wyznacza si¢ z warunkéw poczatkowych ruchu:

F,
dla r=0, %=0, stad C =-2%

>

dla r=0, x=0, stad C,=0.

Szukane roéwnanie ruchu ma wigc nastepujaca postaé

x:@(t—isinmt) 4)
ow 0]

Zauwazmy, ze od warto$ci predkosci poczatkowej zalezy charakter ruchu bryty.
. . . . . I
W tym przypadku, co wynika z rownania (4), na ruch jednostajny z predkoscia o8

F . .
08§ okresie T=2—1t (rys. 3.2.5Db).
0

naktadaja si¢ drgania o amplitudzie

y

0)2

——— -

Rys. 3.2.5b
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Przyjmujac inng warto$¢ predkosci poczatkowej, np. x(0)=QLg, otrzymuje si¢
0

C, =0, C, = 01 ruch ma charakter tylko oscylacyjny, zgodnie z réwnaniem

Fyg .
x=——%8 sin .

0w’

Na charakter ruchu nie wptywa natomiast wybor potozenia poczatkowego, ktore
decyduje jedynie o tym, czy w przyjetym uktadzie odniesienia ruch rozpoczyna si¢ dla
x=x9=0czyx=x,#0.

ZADANIE 3.2.6

Bryta o masie m moze poruszaé si¢ wzdhuz osi x (rys. 3.2.6a) pod wplywem sity S,
przy czym |§| =5, = kzmx, gdzie k jest statym wspotczynnikiem, x — wspotrzedna bie-
zaca. Traktujac bryte jak punkt materialny oraz przyjmujac, ze w chwili poczatkowej
bryta byta w spoczynku w odlegtosci / od poczatku uktadu odniesienia, wyznaczy¢ row-
nanie skonczone ruchu dla dwoch przypadkow:

1) powierzchnia, po ktorej porusza si¢ bryta jest gtadka,
2) powierzchnia ta jest chropowata, przy czym wspotczynnik tarcia wynosi LL.

2y

_.l
M
2]

Rys. 3.2.6a

Rozwiazanie

Ad1)

Do bryty przylozone sa sity; ciezar O oraz sita S (sity czynne) i N — reakcja
normalna podioza (rys. 3.2.6a). Z tresci zadania wynika, ze warunki poczatkowe ruchu
sq nastgpujace:
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Réwnanie rézniczkowe ruchu w odniesieniu do osi x ma postaé

mx=_S
lub

$—k’x=0 (1)

Poszukujac rozwigzania w postaci x = Ce}", otrzymuje si¢ rOwnanie charaktery-
styczne A2 —k? =0, skad M., = £k i rozwiazanie réwnania (1) mozna napisa¢ jako

x= Clekt + Cze_kt (2)

State C; i C, wyznaczono, korzystajac z warunkéw poczatkowych oraz z réwna-
nia (2) 1 z réwnania (3) otrzymanego po zrézniczkowaniu wzgledem czasu réwnania (2)

%= Cke! — Cyke™ 3)

. . . 1 . .
Uwzgledniajac warunki poczatkowe ruchu, obliczono C} =C, =— 1 ostatecznie
réwnanie ruchu otrzymano w postaci 2

x= %l (ekt + e_kt) 4)
lub
x = Ichkt.
Ad 2)

W tym przypadku, poza sitami S, 0, N, do bryty nalezy przylozy¢ site tarcia T
jak na rysunku 3.2.6Db.
Roéwnanie rézniczkowe ruchu ma postad

mx=S8-T.
Podstawiajac za sil¢ tarcia 7= UN = uQ = Wmg, otrzymano

i—k’x=—ug (5)

=

2|

|
~i
2]}

Rys. 3.2.6b
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Rozwigzanie rdwnania (5) jest suma rozwigzan rownania jednorodnego (x;) i nie-
jednorodnego (x,)

X=x;tXx, (6)

Rozwiazanie x; rownania jednorodnego wyraza si¢ zaleznoscia (2), rozwigzanie x,
przewiduje si¢ w postaci x, = A (prawa strona réwnania (5) jest stala). Podstawiajac

X, = A do réwnania (5), otrzymuje si¢ x, = k—2 1 rozwiazanie (6) otrzymuje postac
x= Clekt +C2e_kt +M—‘§ @)
Dla wyznaczenia statych C; i C, obliczono
x = Ciket — Cyke ®)

Korzystajac z warunkéw poczatkowych ruchu, otrzymano

1
Cl =C2 25[1—!:—%]

Uwzgledniajac obliczone state w rownaniu (7) otrzymuje si¢ ostatecznie rownanie
skonczone ruchu

1 Mg W ke | —kt), M&
X—E[l—k—z](e +e )+k—2 (9)

lub
xz[l—i—‘g]cth;t—‘g-

Poréownujac wyrazenia (4) i (9) mozna stwierdzié, ze jezeli dziata sifa tarcia, to ruch

ug’ Kt

bryly jest wolniejszy (wspotczynnik %[Z —— przy e + e w rownaniu (9) jest mniej-
k

/

- L1 .
szy od odpowiedniego wspotczynnika 51 w roOwnaniu (4).

W przypadku granicznym, przy l—u—‘§=0, tzn. jezeli wspotczynnik tarcia
2 k

W =—, to rownanie skonczone ruchu ma postac
g
.
k

co oznacza, ze bryta znajduje si¢ w spoczynku. Rzeczywiscie, jezeli pug > Ik%, tzn. uQ > Ik*m
lub 7= S(x = /), to ruch nie moze si¢ rozpoczaé, poniewaz sita tarcia 7 jest wicksza od
wartosci sity § w potozeniu poczatkowym.

Podstawiajac L = 0 w réwnaniu (9), otrzymuje si¢ oczywiscie rOwnanie (4).
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ZADANIE 3.2.7

Cigzarek o masie m porusza si¢ w wodzie piono- |
wo w kierunku dna. Przy opadaniu z predkoscia po- —— vl i)
czatkowa v cigzarek osiagnat dno w czasie 7' sekund. ‘
Obliczy¢ droge H, jaka przebyt ciezarek, jezeli sita —— — -
oporu osrodka R =—kmv, gdzie: k — staly wspotczyn- — _=1 -
nik, m — masa ci¢zarka, v — predkos$¢ ciezarka. —_ -

Rozwigzanie

Uktad odniesienia przyjeto jak na rysunku 3.2.7. A
Na cigzarek (punkt materialny) dziata sita cigzkosci O - —
i sita oporu wody R, przy czym sita R, jak wynika —
z tresci zadania, dziata na kierunku predkosci i ma do -
niej zwrot przeciwny. —
Roéwnanie rézniczkowe ruchu wzgledem osi x ma
postaé X

Po podzieleniu obu stron przez mas¢ m otrzymuje si¢

¥=g—kt (1)
Rozwiazujac rownanie (1) przy warunkach poczatkowych:

t=0, x=vy, x=0,

otrzymano réwnania ruchu x = f(x), z ktorego bedzie mozna obliczy¢ szukana droge H.

L. dx - . S
Podstawiajac ¥ = — oraz rozdzielajac zmienne, otrzymuje si¢
t

i_ = dt,
g—kx
a po scatkowaniu

—%ln(g—lo'c)=t+C1 2

Stata catkowania C; wyznaczamy, korzystajac z réwnania (2) i z warunkoéw po-
czatkowych ruchu, tj. =0, X =v,, otrzymujac

1
G = % In (g —kvy).
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Podstawiajac C, do rownania (2) otrzymuje si¢

lln —g_kVO =
k g—kx

t

i po przeksztatceniu

2_8=ho kg 3)
Kk

.. , . .odx . C .
Podstawiajac w rOwnaniu (3) x = " i rozdzielajac zmienne, otrzymano
t

de=8gi— 8RN0 oy,
k k

a po scatkowaniu

—kvy _
x:§t+g—20ekt+cz 4)
k k
Podstawiajac do rownania (4) warunki poczatkowe, tj. = 0, x = 0, obliczono
—kv
Cy=— g k2 0
1 ostatecznie rownanie ruchu ci¢zarka ma postaé

x=%t+g;—§v0(e_kt—l) (5)

Roéwnanie to pozwala na okreslenie potozenia cigzarka w dowolnej chwili, a wigc
szukana droge H obliczy¢ mozna, podstawiajac w rownaniu (S)x=Hit=T;

H=81+8 M0 (47 _y)
k k2
Jezeli predkos¢ poczatkowa dobieramy tak, aby v = %, to ruch cigzarka w wodzie bg-

dzie jednostajny, rownanie ruchu ma wowczas posta¢ x = vt i oczywiscie droga H = v,T.

ZADANIE 3.2.8

Z wysokosci h nad powierzchnig ziemi wyrzucono w kierunku poziomym punkt
materialny z predkoscia v,. Wyznaczy¢ réwnania skoficzone ruchu punktu, réwnanie
toru, zasigg rzutu L; predkos¢ v, w chwili upadku na ziemi¢ w dwoch przypadkach:

1) przy pominig¢ciu oporu powietrza,
2) z uwzglednieniem sity oporu powietrza: R = —kmv, m — masa punktu, k — staty
wspotczynnik.
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Rozwigzanie
Ad1)

Przyjmujac uktad odniesienia jak na rysunku 3.2.8a, warunki poczatkowe ruchu
mozna zapisa¢ nastepujaco:

t=0, x=0, y=h, x=v,, y=0.

Podczas ruchu na punkt dziata jedynie sita cigzkosci Q.

Rys. 3.2.8a
Réwnanie rézniczkowe ruchu w zapisie wektorowym ma postad

ma =

'~ 0,

M=
2ol

I
LN

i
z ktérego otrzymano dwa rownania:
mx =0,
my=-0, Q=mg,
lub po podzieleniu obu stron tych réwnan przez masy w postaci:
Xx=0

. (1
y=-g
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Rozwiazujac réwnania (1), otrzymano:

)'c= C]

(2)
_)./ = _gt + C2
X = Clt + C3

3)

y Z—%gtz +C21+C4

State catkowania wyznaczono z réwnan (2) i (3), korzystajac z warunkow poczat-
kowych. Wynosza one odpowiednio: C; = v,, C, =0, C3 =0, C, = h, i rOwnania ruchu
punktu ostatecznie maja postac:

X =vyt
(4)
TS

Réwnania skonczone ruchu pozwalaja okresli¢ potozenie punktu dla dowolnej
chwili czasu, przy czym jezeli chodzi o tor punktu, to rdéwnania bgdac parametryczny-
mi réwnaniami toru, shuza do wyznaczenia rownania toru w postaci y = f(x).

Rugujac z réwnan (4) czas ¢ (np. obliczajac ¢ z pierwszego roOwnania i wstawiajac
do réwnania drugiego), otrzymuje si¢ rOwnanie toru

y=h--5x’ )
2V0

Z réwnania (5) obliczy¢ mozna zasigg rzutu x,,,, = L, odpowiadajacy wspotrzed-
nejy =0
L=vy |— (6)
g

Zasigg rzutu mozna obliczy¢ rowniez z rownan (4), wyznaczajac czas ¢, dla ktore-
go y =0, i obliczony czas wstawiajac do roOwnania pierwszego. Wowczas

L :x(tl) = Xmax — VOtl'

W celu wyznaczenia predkosci v, w momencie uderzenia o ziemi¢ obliczy¢ nale-
zy wspotrzedne tej predkosci:

)Efk = Vi 1 )./k = ka (I'yS. 3283)
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Znajac state C; i C,, z rOwnan (2) otrzymuje si¢ rownania predkosci:

x= Vo
| (M
y=-gt

z ktérych wyznaczy¢ mozna wspétrzedne predkosci v, w momencie uderzenia o zie-

mig, jezeli znany jest czas ¢, uderzenia. Czas ¢; wyznacza si¢ z rOwnania y =/ — 5 gt?,
przyjmujac, ze w momencie uderzenia y = 0.

2
Dla: y=0, ¢ = —h
g
X =vo
. @®)
Vi =—2hg
wartos¢ predkosci v, wynosi
v =i+ 5 = v + 2hg ©)

a jej kierunek okresla sig, podajac cosinus kierunkowy kata pomiedzy kierunkiem v,
10sig x

cos (x, \7k)=x—k=v—0 (10)

Vi vy +2hg

Tak wigc w przypadku rzutu poziomego z wysokosci 4 punkt porusza si¢ po para-
boli (réwnanie (5)), jezeli nie uwzglednimy oporu powietrza. Przyjmujac predkos¢ po-
czatkowa v, = 0, rownania ruchu punktu maja postac:

x=0,

gtz

=Nn——--

2
1 sg rownaniami swobodnego spadania punktu materialnego w prozni.

Ad2)

Z zapisu sity oporu R wynika, ze jest ona proporcjonalna do predkosci v, ma kie-
runek predkosci i zwrot do niej przeciwny. Punkt z dziatajacymi na niego sitami pokaza-
no na rysunku 3.2.8b. Warunki poczatkowe ruchu sg identyczne jak w przypadku 1), tzn.:

dlat=0, x=0, y=h, x=vy, y=0.
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<
1
2l
7
s

D N

Y
|

Rys. 3.2.8b

Wektorowe réwnanie rézniczkowe ruchu
ma=0 +R
lub
ma =Q —kmv
daje w tym przypadku dwa skalarne rozniczkowe rownania:

mx = —kmx,

my =—mg — kmy
lub
X=—kx
(11)
y=-g-ky
Rozwiazujac réwnania (11), majac zadane warunki poczatkowe, otrzymuje sie

rownanie predkosci:

X= voefkt

(12)
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1 rOwnania skonczone ruchu:

Yo —kt
=20 (-
x=- (I-e™)

(13)
y=h—%t+];% (1—e™)
Rugujac z réwnan (13) czas ¢, otrzymuje si¢ rownanie toru w postaci
y=h-L im0 & (14)

k2 VO—]OC kVO

Przyjmujac w rownaniu (14) y = 0, zasi¢g L = x,,
nania

ax TZUtu Wyznaczy¢ mozna z row-

_%lnv_oJrgxﬂ:o,
k vo—kx kv

Wspotrzedne vy, 1 vy, predkosci v, w momencie uderzenia o ziemig oblicza si¢
z rownan (12), podstawiajac za czas t wyznaczony z drugiego z réwnan (13) czas ¢,
upadku na ziemig, tj. dla y = 0, wyznaczamy ¢ = ¢;, wowczas otrzymuje si¢:

Xp = Vie = voe_kt‘ ,

Vi = Viy =% (e -1

i predkos¢ uderzenia o ziemig

2
Vi =1/)'c,% +j/2 = vge_Zkt‘ +g—(e_kt‘_1)2.
k2

Kierunek predkosci v, okresli¢ mozna podobnie jak poprzednio, tzn.

. —kt;
X Vo€

cos(x, \7k)=—= > .
\/vge_Zkt‘ + %(e_ktl _ 1)2

Vi

3.2.3. Ped, kret, zasada rownowartosci energii Kinetycznej i pracy,
zasada zachowania energii

ZADANIE 3.2.9

Bryta o masie m zsuwa si¢ po chropowatej powierzchni nachylonej pod katem o
do poziomu. Znajac wspotczynnik tarcia | oraz predkos$¢ poczatkowa vy, obliczy¢
czas, po ktorym bryta osiagnie predkosé 2v.
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Rozwiazanie

Traktujac bryle jak punkt materialny, rozwiazano zadanie, wykorzystujac trzy zasady:
1) zasade¢ pedu i popedu,

2) II prawo Newtona.

3) zasade rownowartosci energii kinetycznej i pracy.

Rys. 3.2.9

Ruch rozpatrzono w uktadzie odniesienia (x, y) przyjetym jak na rysunku 3.2.9,
gdzie przez 1 oznaczono potozenie poczatkowe, a przez 2 potozenie punktu po osia-
gnigciu predkosci 2vy. Dowolne potozenie 2' pomigdzy 1 1 2 oznaczono wspotrzed-
na x(7). Ruch punktu zachodzi pod wptywem sity czynnej O (cigzar) i sit reakcji: nor-
malnej N i tarcia 7.

Ad1)

Zasade pedu i popedu w odniesieniu do osi x zapisa¢ mozna nastgpujaco

5]
My, —mv, = _[ P.dt, @)
0

gdzie:
Vi, = vo— predkos¢ w potozeniu poczatkowym,
vy, = 2v — predkos¢ w polozeniu koficowym,
t; = 0 (chwila poczatkowa),
t, — czas osiagniecia predkosci 2v,,
P, = Osina — T — suma rzutéw wszystkich sit na osi x.
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Obliczajac 7= UN = pQcos o. i podstawiajac do rownania (1), otrzymuje si¢

5]

m(2vy)—mvy = f (Osin . —pQcos o) dt 2)
0

i stad po scatkowaniu
Yo

tz = N .
g(sina—Lcos )

Ad2)

Korzystajac z drugiego prawa Newtona, otrzymuje si¢ rownanie rézniczkowe ru-
chu w postaci

mi = Q(sino.— Lcos Q) 3)
Calkujac rownanie (3), majac zadany warunek poczatkowy: ¢ =0, X = v, otrzymano
X=g(sino—pcoso) + v, 4)

Z réwnania powyzszego obliczy¢ mozna czas osiagnig¢cia zadanej predkosci 1 tak
dla x =2y, czast, wynosi
Yo

t2 = N .
g(sina—Lcos )

Ad 3)
Zasade rownowaznosci energii kinetycznej i1 pracy zapisano nastgpujaco
E,—E =L, », (5)
gdzie:

E,, E, — energia kinetyczna punktu w polozeniu 1 1 2,
L, , — praca wykonana przez sily czynne i reakcje na przesunigciu s (rys.
3.2.9), tj. od potozenia 1 do 2.

Dla wygody obliczen korzystnie jest w tym przypadku przyja¢ dowolne potozenie
punktu po rozpoczeciu ruchu, w zwiazku z czym predkosé punktu w takim potozeniu
mozna traktowac jako funkcje¢ czasu. Na rysunku 3.2.9 polozenie takie oznaczono przez 2.

Zaleznos$¢ (5) w zwiazku z powyzszym przedstawi¢ mozna nastgpujaco

Ey—E =L, (6)
. 1 5
gdzie: E; = Emvo ,

1
Ey = Emv2 ®).
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Suma prac wszystkich sit dziatajacych na punkt na przesunigciu x(¢) wynosi
L, »=Q(sino.—l cos) x (7).

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci do rownania (6) otrzymano
1 5 | .
Emv (t)—Emvo =Q(sino.—pcosa) x(t) 7

wzglednie po przeksztatceniu

¥(t) = 2g(sin 0.~ cos o) x (1) + v .
.. dx , S .
Podstawiajac v(¢) = e otrzymano rownanie rozniczkowe pierwszego rzgdu

dx

=dt ®)
\/2g(sinoc —Ucoso) x(¢)+ vg

Rozwiazujac réwnanie (8) przy warunkach poczatkowych ¢ = 0, x = 0, otrzymano

\/Zg(sinoc—ucosoc)x+v§ =g(sino—pcos o)t + v )

Z réwnania (9) mozna wyznaczy¢ czas ¢, po ktorym punkt znajduje si¢ w potoze-
niu x(¢), w szczego6lnosci czas t,, po ktérym x(z,) = s, tj. w potozeniu 2, gdy predkosé
wynosi 2v,,. Droge x(¢,) = s wyliczy¢ mozna z rownania (7), podstawiajac:

x(t) =s, Wty =2v,.

Otrzymano

3v§

2g(sinoi—pcosar)

x(t)=s=

a nastgpnie z rownania (9)

Yo

t2 = " .
g(sina—Lcosa)
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Wynik ten uzyska¢ mozna inaczej, rdzniczkujac wzgledem czasu réwnania (7).
Otrzymuje si¢ wowczas rOwnanie

1 dav(t) . dx(t) .oodv(t) . dx(p)

—m| 2v(t)—— |= o o) —=, gdz =X, =v(t

2 m( v(t) P ) O (sin LLcos o) P gdzie P X P v(t)
lub po przeksztalceniach rownanie

mx = (sin 0l — [Lcos Q) (10)

identyczne z rownaniem (3) otrzymanym w rezultacie zastosowania Il prawa Newtona.
Postepujac jak w punkcie 2) uzyskuje si¢ szukany czas ¢,.

Zastosowane trzy sposoby rozwigzania sa rownorzedne, przy czym najszybciej
prowadzi do celu zasada pedu i popedu, ze wzgledu na to, ze wiaze bezposrednio para-
metr szukany z wielkosciami zadanymi. Zasada rownowartosci energii kinetycznej
i pracy, podobnie jak; II prawo Newtona, prowadzi do rozwigzywania rownania roz-
niczkowego o rzad wyzszego niz zasada pedu i popedu, co jak wida¢ wydtuza czas
rozwiazania zadania.

ZADANIE 3.2.10

Cialo o cigzarze Q porusza si¢ po poziomej chropowatej powierzchni pod dziata-
niem sity proporcjonalnej do czasu F = kt, gdzie k = const. Obliczy¢ predkos¢ ciata po
czasie t*, jezeli w chwili poczatkowej znajdowato si¢ w spoczynku, a wspotczynnik
tarcia wynosi LL.

Rozwiazanie

Ze wzgledu na ruch postgpowy ciata traktuje si¢ go jak punkt materialny. Ruch
punktu rozpatrzono w przyjetym uktadzie odniesienia jak na rysunku 3.2.10. Na punkt
dziatajq sity czynne F i Q oraz sily reakcji N i T. Szukang predkosé obliczyé mozna,
korzystajac z zasady pedu i1 popedu jako metody, ktéora w tym przypadku najszybciej
prowadzi do rozwigzania.

®_

Rys. 3.2.10
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Na rysunku 3.2.10 potozenie poczatkowe, tj. w chwili ¢, = 0, oznaczono przez 1,
a koncowe, tj. w chwili ¢ = ¢*, przez 2. Zasade pedu 1 popedu zapisano w postaci

t
MV, —my; = fﬁdt,
l
gdzie:
v 1 v, — predkosci punktu odpowiednio w chwili #; 1 £,,
P — suma geometryczna sit dziatajacych na punkt.

Do wyznaczenia szukanej predkosci wykorzystano zasadg pedu i popedu w odnie-
sieniu do osi x, tzn. po zrzutowaniu powyzszego roéwnania wektorowego na os$ x, otrzy-
muje si¢

153
mv,y, —mvy, = _[ Pdt.
h

W tym przypadku v,, = v(¢*), vi, =w(t;) =0, t, =1, =0,t, = t*, P.= F— T, gdzie sila
tarcia 7= uUN = uQ.
Podstawiajac F' = kt, otrzymano

t*

mv(t*) = [ (kt—pQ)dt,
0

Y

a uwzgledniajac, ze m ==, po scalkowaniu wyznaczono
g

kt*
v(t¥)=gt*| ——-u |
(")=¢g (2 0 M)

Rozwiazanie powyzsze uzyska¢ mozna, korzystajac z innych metod, np. Il prawa
Newtona lub zasady rownowartosci energii kinetycznej i pracy, jednakze metody te,
prowadzace do rozwiazania rownania rozniczkowego drugiego rzedu, sa bardziej cza-
sochtonne niz zastosowana zasada pedu i popedu.

ZADANIE 3.2.11

Uktad materialny sktada si¢ z dwdch ciat: ciata 4 o ci¢zarze O oraz klina B o cig-
zarze Oy 1 kacie o.. Pomijajac tarcie klina o powierzchni¢ pozioma, obliczy¢ predkosé
klina, jezeli ciato A4 zsuwa si¢ po nim z predkoscia wzgledna v,,,, a w chwili poczatko-
wej uktad znajdowat si¢ w spoczynku.
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Rozwigzanie

Ze wzgledu na ruch postepowy obu ciat traktuje si¢ je jak punkty materialne poru-
szajace si¢ pod dziataniem sit czynnych Q, i Oy oraz sily biernej N (rys. 3.2.11a).

Rozpatruje si¢ ruch obu bryt jako ruch jednego ukladu i w zwiazku z tym sity
wzajemnego oddziatywania pomig¢dzy cialami 4 i B sg sitami wewn¢trznymi, nie wpty-
wajacymi na ruch uktadu.

Rys. 3.2.11a Rys. 3.2.11b

Zadanie rozwigzano, korzystajac z zasady pedu i popedu

gdzie:
P11 py — ped uktadu w chwili ¢, 1 ¢,,
P — suma geometryczna sit czynnych i reakcji dziatajacych na uktad.

Na rysunku 3.2.11b pokazano rozktad predkosci obu ciatl; predkos¢ vy jest pred-
koscia klina i rownoczesnie predkoscia unoszenia ciala 4, predkosé v,, jest predkoscia
wzgledna ciata 4 wzgledem klina, predkos¢ v, jest predkoscia bezwzgledna ciata A.
Po zrzutowaniu na o$ x rOwnania wektorowego przedstawiajacego zapisang wyzej za-
sadg, otrzymuje si¢

)
Pox = Pix = j det'
h

Suma rzutéw wszystkich sit na 0§ x réwna si¢ zeru, tj.

P =

1

£y =0,

n
=1
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i przyrost pedu w kierunku osi x réwna si¢ zero

Pax — Pix =0,

tzn. spetniona zostata zasada zachowania pedu w odniesieniu do osi x. W chwili poczat-
kowej uktad znajdowat si¢ w spoczynku i ped p;, w tym potozeniu wynosit p;, = 0, tak
wigc ostatecznie otrzymuje si¢ zalezno$¢: p,, = 0, tzn. ped uktadu w chwili £, (dowolne
potozenie uktadu) musi by¢ rowny zeru.

Pe¢d uktadu jako geometryczna suma pedow poszczegolnych punktow wynosi

Pr=myvy+mgvg=m (Vg +9,)+mgvg,
a po zrzutowaniu na o$ x

Pox =MV tmpvp, =my (VBx Vi )“' MgVp, =

Os

=mA(vB +v, COS(X)+ mpvp 2&(\13 +v, COS(I)+—VB.
g

Uwzgledniajac, ze p,, = 0, otrzymano

94

Vg =———4—v,, COS Ol
04+0p

Znak minus oznacza, ze w rzeczywistosci klin przesunie si¢ w lewo z predkoscia
réwna co do wartosci predkosci obliczonej. Przy rozwiazywaniu innych, podobnych do
tego zadaniach, nalezy pamieta¢ o tym, zeby podczas obliczania pedu uktadu uwzgle-
dni¢ predkosci bezwzgledne poszczegolnych punktow uktadu.

ZADANIE 3.2.12

Rozwiazaé poprzednie zadanie przy zalozeniu, ze w chwili poczatkowej klin B poru-
szal si¢ w prawo z predkoscia \72 i cialo 4 znajdowato si¢ w spoczynku wzgledem
klina.

Rozwiazanie
Podobnie jak w poprzednim zadaniu spetniona jest w tym przypadku zasada za-
chowania pedu wzgledem osi x, tj.:

Mm

Px = Pix :O’

1

Pax — Pix = 0.
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W chwili poczatkowej oba ciata poruszaty si¢ razem z predkoscia klina i rzut pedu
na o$ x w tym potozeniu wynosit

Pix = (mA +mp )Vgx = (mA +mp )Vg~

W chwili ¢, ped uktadu wyraza si¢ identycznym zwigzkiem jak w zadaniu 3.2.11,
a jego rzut na o$ x wynosi

Porxy =My (VB + V,, COS (X)+ mpgvpg.
Obliczajac z réwnania p,, — p;, = 0, predkos¢ vy otrzymuje si¢

94

Vg =V ——=—v,, cosO.

0,4+0p

Jest to przypadek ogoélniejszy, z ktorego dla vg =0 otrzymujemy wynik jak w za-
daniu 3.2.11. Dla przyjetych ci¢zarow ciat i kata o klina ruch zachodzi¢ moze w prawo
lub w lewo, w zaleznosci od predkosci v, 1 predkosci poczatkowej vg.

ZADANIE 3.2.13

Wyznaczy¢ rownanie skonczone ruchu i okres drgan wahadla matematycznego
o dtugosci / i masie m, jezeli w chwili poczatkowej t =0, @ =0, ¢ = @y. Opory osrodka
pomina¢ i rozpatrzy¢ mate wahania wokot potozenia rownowagi.

Rozwiazanie
Zadanie rozwigzano trzema metodami, wykorzystujac:

1) II prawo Newtona,
2) zasadg kretu,
3) zasad¢ zachowania energii.

Rozktad sit dziatajacych na wahadto pokazano na rysunku 3.2.13a, przy czym

przez S oznaczono sil¢ dzialajaca w linie. Na rysunku zaznaczono réwniez predkosé
liniowa wahadta w dowolnym potozeniu okreslonym katem ¢.

Ad1)

Roéwnania rozniczkowe ruchu napisano w uktadzie osi T, n (styczna, normalna). Ze
wzgledu na jeden stopien swobody wahadta do opisania jego ruchu przyjeto wspot-
rzedna .
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\

Q

Rys. 3.2.13a

Korzystajac z Il prawa Newtona, mozna napisac:
n

mag = ZE‘E =-Qsin @,
i=1

n
ma, =Y P, =8-0sin¢.
i=1

Do dalszych rozwazan wystarczy rozpatrzy¢ tylko pierwsze rownanie, poniewaz
nie szuka si¢ w tym przypadku wartosci sity .
Podstawiajac Q =mg, a; =¢€-1=§l, po przeksztalceniach otrzymano

('p+%sin(p=0.

Jest to nieliniowe rdwnanie rézniczkowe drugiego rzedu opisujace ruch wahadta
matematycznego. Biorac pod uwage jedynie mate wychylenia wokot potozenia rowno-
wagi, mozna napisac, ze sinQ = @, i otrzymuje si¢ proste do rozwigzania rownanie roz-

g

niczkowe w postaci: ¢+ m%(p =0 gdzie co% = R
Rozwigzaniem powyzszego rownania jest
© = Cj cos Wyt + C, sin 0yt
State catkowania wyznacza si¢, obliczajac
¢ =—C 0 sin Wyt + C, 0 cos W!

i korzystajac z warunkow poczatkowych ruchu, tj. =0, =0, ¢ = @,.
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Po wykonaniu odpowiednich obliczen otrzymano C; = 0, C, =&, a szukane
rownanie skonczone ruchu ma postaé ¢ = &sin Wot.
o)
Amplituda drgan wahadla wynosi &, natomiast czesto$¢ drgan =1/§.
)

Okres drgan wahadta obliczy¢ mozna ze wzoru

T=2—n=21t\/z.
®y 4

Z otrzymanych wynikow wida¢, ze okres drgan wahadta nie zalezy od masy waha-
dta, lecz jedynie od jego dlugosci, tzn. ze wahadta o r6znych masach i jednakowych
dtugosciach wykonuja drgania o tym samym okresie.

Ad2)

Zasade kretu napisano wzgledem osi przechodzaca przez punkt 0 i prostopadtej do
ptaszczyzny ruchu wahadta, tj.

n
zMi(O)'

i=l1

dKy _
dt
Warto$¢ kretu wzgledem przyjetej osi wynosi

Ky =mvl= mol* =ml*o,

a jego pochodna wzgledem czasu

Ko d{ 2.\ 2dd .
Ko 2o)=mi2 4@ e
dr dt(m 0)=m a e

Algebraiczna suma momentow wzgledem tej samej osi
n
2 M i0) =—QIsin @ =—mglsin ¢.
i=1

Podstawiajac obliczone wyrazenia do zasady kretu, otrzymujemy

(p+§sin(p=0,

wzglednie przyjmujac sin = @, rdwnanie ¢+ (D%(p =0, u)% = %

Otrzymano wigc identyczne rownanie rézniczkowe ruchu jak poprzednio i dalszy
tok postgpowania jest taki sam, jak w rozwigzaniu metoda poprzednia.
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Ad 3)

Ruch wahadta zachodzi na skutek dziatania sity cigzkosci (sity potencjalnej), co
przy pominigciu oporéw ruchu w tozysku A4 (opory tarcia) i oporow osrodka (powie-
trza) pozwala na zastosowanie zasady zachowania energii. Zasadg t¢ w tym przypadku
stosuje si¢ w polu potencjalnym. Mowi ona, ze suma energii kinetycznej i potencjalnej
w kazdym punkcie pola potencjalnego jest stata, tzn.

E + V= const.

Rozpatruje si¢ dowolne potozenie wahadta okreslone katem ¢ (rys. 3.2.13b). W po-
lozeniu tym predkosé liniowa wahadta wynosi v. Energia kinetyczna wahadta w tym
potozeniu wynosi

E =lmv2 =lm('p212.
2 2

Energia potencjalna zalezy od potozenia
i w naszym przypadku wygodnie jest przyjac
poziom zerowy energii potencjalnej (¥ = 0)
W najnizszym potozeniu wahadla. Przy takim
zatozeniu energia potencjalna wahadta be-
dzie zawsze wigksza lub réwna zero. =) __h

Obliczajac energi¢ potencjalng, otrzy-
mano

V=0 -h=mg(l—1cos)=mgl(1-cos). Rys. 3.2.13b

Podstawiajac otrzymane wyrazenia na energi¢ kinetyczng i potencjalng do zasady
zachowania energii otrzymuje si¢

%mlzfpz + mgl(l — cos @) = const.

Roézniczkujac powyzszy zwiazek wedlug czasu i porzadkujac go, uzyskuje sie
roOwnanie rozniczkowe ruchu wahadta w postaci:
('p+c0§(p=0, co% =§'
Wynik powyzszy jest rowniez identyczny z wynikiem otrzymanym dwiema po-
przednimi metodami.
Nalezy zaznaczy¢, ze do rozwiazania zadania mozna wykorzysta¢ rOwniez inne

metody, np. zasad¢ rOwnowartosci energii kinetycznej i pracy, zasad¢ d’ Alamberta lub
roOwnania Lagrange’a Il rodzaju.
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ZADANIE 3.2.14

Punkt materialny porusza si¢ po gtadkiej poziomej powierzchni pod wptywem od-
dziatywania sity centralnej F o prostej dziatania przechodzacej stale przez punkt 0
(rys. 3.2.14). Obliczy¢ predkos¢ v, punktu w polozeniu M,, jezeli w potozeniu M,
predkos¢ v, = 4 m/s, przy czym

oM, 3

==, a=60°
oM, 2

Rys. 3.2.14

Rozwigzanie

Predkos¢ v, wyznacza si¢, wykorzystujac zasad¢ kretu wzgledem osi z, prostopa-
dtej do ptaszczyzny ruchu i przechodzacej przez punkt 0. Na punkt M oprocz sity F
dziatajq sily: ciezko$ci G i reakcja normalna wigzéw N.

Zasada kretu wzgledem osi z ma postaé

dK, &
=M.,
0 é iz

n
gdzie ZM ;- jest algebraiczng suma momentdéw wszystkich sit wzgledem osi z.
i=1
Sita F jest sita centralna, a sity G i N sa rownolegte do osi z i w zwiazku z tym

n

K . L . .

Y M, =0. Oznacza to, ze dd £ =0 1K, = const. Speliona jest wigc zasada zachowania

i=1 t

kretu wzgledem osi z, a to znaczy, ze kret punktu M wzgledem tej osi jest staty w kazdym

potozeniu. Mozna wigc przyrownac krety punktu w potozeniu M, i1 M,, tj. K. 1 K,..
Obliczajac K,, = mv,- OM,, K,, = mv,-h = mv,- OM,sin0., otrzymuje si¢

mv,- OM, = mv,- OM,sino i stad
OM,
V) =V ————.
OM,sino

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymano v, = 6,92 m/s. Zadanie powyzsze
jest typowym przyktadem na zastosowanie zasady kretu punktu materialnego. Inne
metody wiaza si¢ ze znacznymi trudnosciami obliczeniowymi.
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3.2.4. Dynamika punktu w ruchu wzglednym

ZADANIE 3.2.15
Ruch korby OA4 (rys. 3.2.15) opisuje funkcja ¢ = %nt. Klocek o masie m zabloko-

wany jest w pionowej prowadnicy w potozeniu O,. W chwili # = 0 klocek zostaje odbloko-
wany i zaczyna poruszaé si¢ wzdhuz prowadnicy. Wyznaczy¢ prawo ruchu klocka
wzgledem prowadnicy oraz maksymalng sit¢ normalng oddziatywania prowadnicy na
klocek, jezeli wspotczynnik tarcia klocka o prowadnic¢ wynosi L.

t-

A5

YENNZZENY 4} AN\ N
g

Rys. 3.2.15 Rys. 3.2.15a

Rozwigzanie

W uktadzie odniesienia wzglednym, przyjetym jak na rysunku 3.2.15a, na klo-
cek dziatajg sily: cigzkosci G, normalna N, tarcia T i unoszenia P, =-ma,. Ruch
prowadnicy jest ruchem postgpowym i jest ruchem unoszenia klocka, a wigc przyspie-
szenie unoszenia a, jest rowne np. przyspieszeniu punktu B; a, = ap = X. Obliczajac
wspotrzedna x punktu B, otrzymuje si¢

1
x=2rcos@Q= 2rcosznt,

a nastepnie

.. 1 » 1
X=——m"rcos—Tt
8 4

oraz warto$¢ sily unoszenia

_, 1 1
P, =mla,|= gnzrm cos 7.

Ze wzgledu na postgpowy ruch unoszenia sita Coriolisa P réwna jest zeru.
Z wektorowego rownania ruchu wzglednego

ma,, =P, +P, =G +T +N +PF,,

gdzie a_W(E, 0),
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otrzymuje si¢ dwa réwnania skalarne:
mF, =G-T,
0=N-P,
przy czym T =uN = %nzru cos%nt, G =mg.
Z pierwszego z tych rownan otrzymuje si¢ rézniczkowe rdwnanie ruchu wzglednego
E=g —%nzrucosint,
a z drugiego warto$¢ sity normalnej oddziatywania prowadnicy
Nzénzrm oS inr

Przyjmujac warunki poczatkowe ruchu wzglednego &=0,&=0 dla =0, po roz-
wigzaniu rownania rézniczkowego otrzymuje si¢ prawo ruchu klocka w postaci

1 , 1
=—gt“ +2ur| cos—mt—1 |
g 58 u( 2 )

Maksymalna sila normalna wynosi N, = %nzrm i odpowiada skrajnym potoze-

niom prowadnicy.

ZADANIE 3.2.16

Uktad mechaniczny, ktérego model pokazany jest na rysunku 3.2.16, nap¢dzany
jest korbg O,4 poruszajaca si¢ zgodnie z réwnaniem @ = o7, ® = const. Klocek K
0 masie m umieszczony jest w gladkiej prowadnicy pochylonej pod katem o.. Wyzna-
czy¢ prawo ruchu klocka w uktadzie wzglednym Oxy, jezeli w chwili poczatkowej
znajdowat si¢ on w spoczynku w polozeniu okreslonym wspotrzedna x = x,. Dane sa
0A=0,D=AB=CD=r.

Rozwiazanie

Ruch unoszenia (ruch uktadu Oxy) jest ruchem postgpowym, a wigc sita Coriolisa
jest rowna zero. Przyspieszenie unoszenia a, punktu K jest rowne przyspieszeniu
punktu B. Rownanie ruchu punktu B (w uktadzie &, ) ma postaé

N =2rsin@ = 2r sino¢
1 stad wspolrzedna przyspieszenia unoszenia
o 2 .
a, =1 =-2rm" sin 0.

Sita unoszenia P, = —ma,,, przy czym jej warto$¢ wynosi P, = m|c7u| = m2rw? sin or.
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Rys. 3.2.16 Rys. 3.2.16a

Przykfadajac do klocka sity dzialajace w ukladzie wzglednym x, y (rys. 3.2.16a)
oraz korzystajac z rownania dynamicznego ruchu wzglednego ma,, = B, + B,, otrzy-
muje si¢ skalarne rownanie rzutow na o$ x

ma,, = Gsino. — P,sino.,
a po podstawieniach rownanie r6zniczkowe ruchu wzglednego (a,,, =X)
X=gsino— 2r®? sin osin .
Catkujac powyzsze rownanie otrzymuje si¢:
X = gtsino+ 2r@sin a.cos ©f + Cy,

1 . . .
nggt2 sin o+ 2rsin osin ©f + Cyt + C,.

Przyjmujac warunki poczatkowe ¢ = 0, x = x,, x =0, wyznaczono state catkowania
Cl = —ZVO)SiIl (0% C2 = xO.
Szukane prawo ruchu wzglednego ma postac

1 . .
x= |:Egt2 + 2r(sin @z — wt)]smoc +X.

Rzutujac dynamiczne réwnanie ruchu wzglednego na o$ Oy, obliczy¢ mozna sitg
reakcji

N=m(g— 2r®’sin f) cos 0.
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ZADANIE 3.2.17

Ruchomy podest (rys. 3.2.17) obraca si¢ ze stala predkoscia katowa w, =1 s
Na podescie w odlegtosci 7, = 1 m od osi obrotu znajduje si¢ pojemnik na rolkach
oparty o pionowa listw¢ prowadzaca. Pomigdzy pionowsq listwa a boczng Scianka
pojemnika wystepuje tarcie o wspdtczynniku tarcia L = Z\/E . Dlugos$¢ listwy prowa-
dzacej [ = 2 m, masa pojemnika m = 20 kg. Obliczy¢ predkos¢ wzgledna pojemnika
w chwili opuszczenia podestu, a takze sktadowa normalna N, reakcji listwy pionowej
dla dwoch wartosci predkosci poczatkowej wzglednej vy = 0,25 m/s i vy = 0,5 m/s,
jezeli ruch wzgledny pojemnika zachodzi wzdhuz listwy prowadzacej przeciwnie do @y,

o

IARK

(%
A

Rys. 3.2.17

Rozwigzanie

Przyjmujac wzgledny uktad odniesienia &, 1, { jak na rysunku 3.2.17a oraz przy-
ktadajac sity dzialajace na pojemnik, otrzymano dynamiczne réwnanie ruchu wzgled-
nego w postaci wektorowej

ma, =G +Ny+N,+T +P/' +P,,,

gdzie
a,,(§, 0,0),
Pcor ="Macgyr,
P/ =—ma, .

Po zrzutowaniu tego rownania na osie uktadu wzglednego otrzymano trzy skalar-
ne rownania:

mE=P'sino.—T,

0="P) cosa.—N; — P,
OZNZ—G.
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Rys. 3.2.17a

Sita unoszenia ma tylko sktadowa normalna (obrotowy ruch unoszenia jest jedno-
stajny, m, = const), ktorej warto§¢ wynosi
"

no_
B =m

a
gdzie 7, jest promieniem obrotu w ruchu unoszenia.

Sita Coriolisa P, = magy, = 2ma,v,, = 2mmy.

Sita tarcia T=p N, = u(Pu" cos oL — Pcor)= u(mcoéro - 2mcoOE;),

0 . £
przy czym cosO.=—, SInOo=-—.
ru ru

Uwzgledniajac powyzsze, otrzymuje si¢ nastgpujacy uklad réwnan:
B ., )
& — 2o — € = —nayry,
N, = mm%ro - 2m000é,
N, =mg.

Obliczenie sity N, mozliwe jest po wyznaczeniu predkosci wzglednej & i w zwiaz-
ku z tym w pierwszej kolejnosci nalezy rozwigza¢ réwnanie rdézniczkowe ruchu
wzglednego.
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Podstawiajac

§=§1+|.U”0, &:&1’ E:EI’

otrzymuje si¢ jednorodne rownanie rdzniczkowe

&1 — 2uao&; — 0pg; =0.
Réwnanie charakterystyczne ma postaé
A — 2umph — 0 =0,
a rozwigzanie rownania rézniczkowego
g, =CieM +Cre.
Po podstawieniu danych liczbowych pierwiastki réwnania charakterystycznego
rowne sa A, =%\5, Ay =\/2_.
Do wyznaczenia statych C, i C, wykorzystano rownanie &,(¢) i po zrézniczkowaniu
€ =M +Cohye™,
korzystajac z warunkéw poczatkowych:
t=0, £=0, &=y,

obliczono dla t =0, &; =& —pry = —wry, &, =& = vy i otrzymano uktad réwnan, opisuja-
cych potozenie i predkos¢ pojemnika w funkcji czasu i dla predkosci poczatkowe;j:

V2
&: 1—2V0 \/56_71‘ +ﬂ\/§eﬁt +£,
6 12 4

NG
&: 1—2V0 e_Tt n 1+4V0 eﬁt'
6 12
Predkos¢ wzgledna v, z jaka pojemnik opusci podest, obliczono z drugiego z powyz-
szych régvnaﬁ, wyznaczajac uprzednio z rbwnania pierwszego czas ¢, opuszczenia podestu
dla E=—1
: 2

Dla predkosci poczatkowej v, = 0,25 m/s, czas ¢, = 0,43 s i predkos¢ v, = 0,4 m/s.

Dla predkosci poczatkowej vy = 0,5 m/s, czas ¢, = 0,41 s i predkos¢ v; = 0,9 m/s.

Odpowiadajace obliczonym predkosciom v, skladowe normalne N, reakcji listwy
pionowej wynosza 4N 1 —16N.

Ujemna wartos¢ sity N; = —16N, odpowiadajaca poczatkowej predkosci v, = 0,5 m/s,
$wiadczy o tym, ze dla przyjetych parametrow kinematycznych, masowych i geome-
trycznych, pojemnik nie bedzie dociskany do listwy prowadzacej. Prowadzenie poje-
mnika w tej czesci podestu zapewni listwa umieszczona po drugiej stronie pojemnika
w stosunku do przyjetej na rysunku 3.2.17a.
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Whiosek ten wynika rowniez z analizy rownania sit wzgledem osi 1, co prowadzi
do warunku N; > 0 dla zapewnienia docisku do listwy. Prostoliniowy ruch wzgledny
zapewni¢ mozna, wprowadzajac rozwiazanie konstrukcyjne w postaci dwdch réwnole-
gltych listew. W zaleznosci od parametrow uktadu reakcje boczne wystgpowac beda na
jednej lub drugiej listwie takiego prowadnika.

ZADANIE 3.2.18

Pierscien o masie m (rys. 3.2.18) rozpoczyna ruch z predkoscia poczatkowa v po
gtadkiej prowadnicy 4B od punktu 4 do B. Prowadnica obraca si¢ ze stala predkoscia
katowa @ wzglgdem pionowej osi obrotu. Promien krzywizny prowadnicy wynosi 7.
Obliczy¢ predkos¢ wzgledna pierscienia w momencie opuszczania prowadnicy oraz
sit¢ reakcji prowadnicy.

Rozwigzanie

Sity dziatajace na pierscien pokazano na rysunku 3.2.18a, przy czym dla wygody
obliczen uktad odniesienia przyjeto tak, ze oS y jest styczna do prowadnicy, a 0§ z po-
prowadzona jest wzdtuz promienia 7. Ruch wzgledny opisano wspotrzedna katowa o.

777

Rys. 3.2.18 Rys. 32.18a

Site reakcji N prowadnicy roztozono na dwie sktadowe N, i N,. Sita unoszenia
P, = ﬁun dziata w ptaszczyznie yz i jest prostopadia do osi obrotu prowadnicy. Réwna-
nie dynamiczne ruchu wzglednego ma postaé

— AN AN AP LD i = _ =T, —n
ma,, =mg+N,+N,+F, +F,, gdzie a,=a,+a,.
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Rzutujac to réwnanie na osie uktadu odniesienia otrzymano:

maWX = 0 = Pcor NX 2
=ma,, =mgsinQ+ P,
ma,,, =ma,, =mgsin @+ F, cos @,
—_— n —_— 3
ma,,, =-ma,, = N, + P, sin@—mg cos Q.

. . dv _dv dp d
Wprowadzajac v,, =viaj, AN LI P,=P} =ma
dt do dt do r
drugie z rownan sit zapisa¢ mozna nastepujaco

n

2 .
. =M rsinQ,

dv v . o .
m—-—=mgsin @+ m®”rsin cos @,
do r
lub po rozdzieleniu zmiennych

vdv = (gr sin @+ %mzrz sin 2(p)d(p.

. . 1 1
Calkujac powyzsze rOwnanie otrzymano Evz =—grcos<p—z(y)2r2 cos2¢+C,
i korzystajac z warunku poczatkowego dla ¢+ = 0, v = v,, @ = 0 wyznaczono

1 1 5. :
C, = r(g +Zm2r)+5v§ 1 ostatecznie

v= \/r [2g(1—cos @)+ O,Su)zr(l —cos2¢)]+ v% .

Wprowadzenie wspotrzednej katowej ¢ pozwolito na uzyskanie wygodnej do ana-
lizy zalezno$ci v = ().
Predkos¢ wzgledna w momencie opuszczenia pierscienia prowadnicy obliczy¢

. . T
mozna podstawiajac @ = 7

v=\/r(2g+(1)2r)+vg.

Obliczajac:

N, =P, =2mwvcosQ,
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2
N, = mlig(3coscp—2)—20)2rsin2 (p—VTO]

. .. T L
i podstawiajac (pza, otrzymuje S1¢

2
N, =0, sz—m[2g+20)2r+v—0]

X
-
oraz warto$¢ reakcji prowadnicy N = |NZ|.

ZADANIE 3.2.19

Tuleja o cigzarze G = 50 N moze poruszaé si¢ po gtadkim poziomym precie obra-
cajacym si¢ dookota pionowej osi z predkoécia katowa @ =2 s ! (rys. 3.2.19). Do tu-
lei zamocowana jest jednym konicem liniowa sprezyna o wspotczynniku sprezystosci
k=520 N/m i dlugosci swobodnej /, = 0,5 m. Drugi koniec sprezyny zamocowany jest
w osi obrotu. Wyznaczy¢:

1) polozenie tulei w stanie rownowagi wzgledne;,

2) maksymalng odlegto$¢ tulei od osi obrotu, jezeli nadano jej predkos¢ poczatko-
wa v, = 0,5 m/s,

3) site reakcji preta.

Rozwiazanie

Sity dziatajace na tulej¢ w ukladzie wzglednym xyz pokazano na rysunku 3.2.19a.

Rys. 3.2.19 Rys. 3.2.19a
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Dynamiczne réwnanie ruchu wzglednego ma postaé

ma,, =G +N+S+PF,+P.,,,

S

w
gdzie:
— sita sprezystosci sprezyny,

| “l

P, = P — sila unoszenia,

N = ]Vy + N — sita reakcji preta.

Rzutujac réwnanie dynamiczne na o$ x i korzystajac z warunku réwnowagi
wzglednej, tj. a,, =01V, =0, otrzymuje si¢ skalarne rownanie sit w potozeniu réwno-
wagi wzglednej

Pun - SO = 0,
gdzie:
Sy = k- A — sita sprezystosci w potozeniu rOwnowagi,
A — wydluzenie sprezyny w tym potozeniu,
P =ma! = mw?* (I, + A) - sila unoszenia.
Uwzgledniajac powyzsze, otrzymuje si¢ z rOwnania rOwnowagi wzglednej wydtu-

zenie sprezyny

2
A= mlo(D
k—mw

Potozenie tulei w stanie rownowagi wzglednej w stosunku do osi obrotu obliczy¢
mozna z zaleznosci

=1+ A

Podstawiajac dane liczbowe, otrzymano A = 0,02 m i / = 0,52 m. Maksymalna
odlegtos¢ tulei od osi obrotu przy zadanej predkosci poczatkowej v, mozna otrzymac,
rozwiazujac rownanie ruchu wzglednego po zrzutowaniu dynamicznego rownania we-
ktorowego na o$ x

ma,, =P, —S.

w

Podstawiajac:
P! =mal =m?’ (ly +A+x),
S =k(A+x),

w =%
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otrzymano rownanie rozniczkowe ruchu wzglednego
mi + (k — m@*)x = mo* (ly + A) — kA.

Uwzgledniajac otrzymana zalezno$¢ na wydtuzenie A, powyzsze roOwnanie ma
postad

mi + (k — mw?)x =0.

Dla danych liczbowych w zadaniu k — mo? = 500 N/m > 0 rozwiazanie rownania
roézniczkowego bedzie miato postaé

. . k
x=Cjcosat+C,sinot, gdzie o=, —-— .
m

Obliczajac x =—Cjasino +C,0cos 0 oraz korzystajac z warunkow poczatko-

wych ruchu dla # = 0, x = 0, x=v(, obliczono stale catkowania C; =01 C, =V—0,
o

otrzymujac skonczone rownanie ruchu wzglednego

.X':VO\/LZSiH \/i—ﬂ)z 7.
k—m@ m

Rownanie to opisuje ruch wzgledny jako drgania harmoniczne o amplitudzie

m
ag =vy,|—
k—mw

Maksymalna odlegtos¢ tulei od osi obrotu wynosi
mloco2 m

+V0
k — mw? k—mw

L210+A+a0=lo+ 5

Po uwzglednieniu danych liczbowych L = 0,57 m.

Obliczajac sktadowe sity reakcji z rownan:



192 DYNAMIKA

P, =ma., =2mov,, =2mox, G=mg,

X=VvyCos| ,|[——®" [,
m

otrzymuje sie, przyjmujac warto$é przyspieszenia ziemskiego g = 10 m/s?

N=y N2+ N2 =50y0.4c0s% r +1.

ZADANIE 3.2.20

Turbinka rozrzutnika granulatu obraca si¢ wokot pionowej osi ze stalg predkoscia
katowa o, (rys. 3.2.20). Padajace w poblizu osi obrotu czastki sa zgarniane przez topat-
ki turbiny 1 wyrzucane na zewnatrz. Promien tarczy oraz topatki wynosi R. Pomijajac
tarcie, wyznaczy¢ predkos¢ bezwzgledna czastek w momencie wyrzucania.

Rys. 3.2.20

Rozwiazanie

Sity dzialajace na czasteczke o masie m w plaszczyznie tarczy turbinki pokazano na
rysunku 3.2.20a. Sita cigzkosci G, prostopadta do tarczy, rtownowazy si¢ z reakcja N,
tarczy. Sila N, jest reakcja topatki dziatajaca na czastke granulatu. Sita unoszenia P, ma
tylko sktadowa normalng I_DM" dzialajaca wzdhiz kierunku OA4, przy czym O4 =r, jest
promieniem unoszenia. Do opisania ruchu wzglednego wygodnie jest przyja¢ wspot-
rzedng katowa ¢@. Réwnanie wektorowe ruchu wzglednego czastki ma postaé

ma, =P, +N,+B'+N,+G, gdzie a,=a+a..
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\ [oX
styczna, tor
wzgledny

tarcza

Rys. 3.2.20a

Rzutujac powyzsze rownanie na osie T,, i n,, przyjetego uktadu odniesienia, otrzy-
muje sie:

ma,, = P, cos @
2
p _pn @
ma,, cor Nl R4 sm —,
gdzie:
ay, =§R,
a" =’R,

P! = ma' = mojr, = mwy -2Rsin%,

P,

or = Mdgy = M2WyVv,, =2moyRE.

cor
Po uwzglednieniu powyzszych zwiazkdéw rdwnania ruchu wzglednego maja postaé:
s 2 .
¢ =Ry sin @,

mR* = 2mw,Rp — 2mw3 Rsin’ %— N,
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. . do dodp do . , .
Podstawiajac ¢ =—=——=—"®, z pierwszego rownania otrzymano

wdo= R(D% sin Q. i de di - do
Przyjmujac warunki poczatkowe dla =0, v,,= 0 (z tego wynika, ze ® = 0), @ = @,
po scatkowaniu i uwzglednieniu warunkow poczatkowych otrzymano

0= u)ox/z,/cos ®g —cos Q.

Z warunkow geometrycznych tarczy rozrzutnika wynika, ze 0 < ¢ < 60° i predkosé
wzgledna w momencie wyrzutu wynosi

v, =0gR :(”((pzso")'R =u)0R\/5,/cos ¢y —0,5.

W momencie wyrzutu predkos$¢ unoszenia wynosi v, = ®,OB = R i jest wekto-
rem prostopadtym do OB (zgodnie z obrotem tarczy). Wektor predkosci wzglednej v,
w tym punkcie jest prostopadly do KB i kat pomiedzy predkosciami v, i v, wyno-
si 120°. Predko$¢ bezwzgledna czastki granulatu w momencie wyrzutu oblicza si¢ ze
wzoru

v =\/v,f +v2 +2v,v,, c0s120° = RO)\/ZCOS([)O —y2cospy —1.

ZADANIE 3.2.21

Na platformie o masie m, = 400 kg, poruszajacej si¢ z predkoscia vy = 2 m/s, lezy
klocek o masie m; = 100 kg (rys. 3.2.21). W pewnej chwili do platformy przytozono
stala sil¢ P o zwrocie przeciwnym do zwrotu predkosci v,. Wspotezynnik tarcia kloc-
ka po platformie p = 0,1.

o
- T:s;f:

Rys. 3.2.21

Wyznaczy¢:

1) sile P tak, aby nie nastapit poslizg klocka,

2) drogg klocka w przypadku jego poslizgu, jezeli do platformy przylozona jest
sita 2P.

Opory ruchu platformy po podiozu pominag.
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Rozwiazanie

Przypadek 1

Rozktad sit dzialajacych na platforme i klocek po przylozeniu sity P pokazano na
rysunku 3.2.21a. Sita unoszenia B, = -mja, =-ma,. Silatarcia T ma zwrot przeciw-

ny do zwrotu przewidywanej predkosci poslizgu masy m,. Musi zachodzi¢ zatem waru-
nek rownowagi wzglednej mya,, =P, +T =0, z ktérego wynika rownanie

ma, — T=0.
ay
<=
a_2
m, -T m— —
§7 JL(_;2 i§2

Rys. 3.2.21a

Zaktadajac tarcie rozwinig¢te, otrzymano wartos¢ sity tarcia 7= uN = um,g
1 z rbwnania rownowagi obliczono przyspieszenie

a, =i=ug=1m/s2 (g =10 m/s?).

m
Szukang site P wyznaczono z dynamicznego rownania ruchu masy m,
mya, =P —T,

tzn. P =mya, + T=400+ 0,1 - 100g =500 N.

Jest to maksymalna, graniczna wartos$¢ sity P, przy ktorej jeszcze nie nastapi po-
$lizg. Przekroczenie tej wartosci spowoduje poslizg, w ktorym droga klocka zalezna
bedzie od wartodci przytozonej sity.

Przypadek 2

Ruch masy m; w tym przypadku dzieli si¢ na dwa etapy:
a) od chwili przylozeniu sity 2P do chwili zatrzymania si¢ masy m,; czas trwania
poslizgu ¢,
b) okres, w ktorym masa m, jest w spoczynku (m; w ruchu); czas trwania posliz-
gu t,.
Czas trwania calego poslizgu ¢, = 1, + t,.
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Ad a)
Korzystajac z rysunku 3.2.21a mozna napisa¢ dynamiczne réwnania ruchu obu mas:

ruchu wzglednego masy m, jako ma,,= P, — T,
ruchu bezwzglednego masy m, w postaci m,a, =2P —T.

Z réwnania drugiego obliczy¢ mozna przyspieszenie

s _2P=T _2P—umg _1000-100
= _ _

=225 m/s’
m2 m2 400

1 w dalszej kolejnosci predkos§¢ masy my; uy, = vy —ayt =2 -225¢.

Masa m, zatrzymuje si¢ po czasie ¢,. Zatem dla # = ¢, u, = 0 1 z tego warunku

otrzymuje si¢ czas poslizgu do chwili zatrzymania si¢ masy m,, ¢ = —? =0,89s.
a
Obliczajac warto$¢ sity unoszenia P, = m1|au| =m |a§| =225 N, z réwnania ruchu
wzglednego wyznaczono przyspieszenie wzgledne

_P-T

w

=125 m/s>.
1

Predkos¢ wzgledna w tym etapie wynosi v, = a,,¢ (predkosé poczatkowa wzgledna

rowna jest zero), a rownanie ruchu wzglednego ma posta¢ z = —awt2 =0,625¢t% (ozna-
czenia jak na rysunku 3.2.21b). 2

ﬁ

r——1 _ R
| | T —> .
b

- A

Rys. 3.2.21b

Z powyzszych réwnan obliczy¢ mozna predkosé 1 droge przebyta w pierwszym
etapie ruchu masy m; odpowiadajace chwili ¢=¢:

v () =a,t; =L1lmfs, z()=0,6254 =05 m.

Predkosé v, (¢)) 1 droga z(#,) sa warunkami poczatkowymi dla drugiego etapu ru-
chu przy zatrzymanej masie m,.
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Adb)

Roéwnanie dynamiczne ruchu masy m; ma postaé:
mlé =-T

lub po podstawieniu danych liczbowych Z =-1.

Obliczajac predkosé i droge przy warunkach poczatkowych, tzn. dla
t1=0z=v,()=L11m/s, z=z(t)) = 0,5 m, otrzymano:

s=t+111,

z:—%tz +1,117+0,5.

Z réwnania predkosci obliczy¢ mozna czas do chwili zatrzymania si¢ masy m,,
tzn. dla 2=0 ¢ = 1,11 s, a z réwnania drogi drog¢ poslizgu odpowiadajaca czasowi

. 1
t,=t t1,=2s. Wynosiona z(t;) =s= —Etzz +1,11¢2, +0,5=1,11m.
Ruch masy m; w drugim etapie rozpatrywany byt jako bezwzgledny, gdyz od
chwili ¢, masa m, nie porusza sig.

Uwaga. Zadanie to rozwigzano innymi metodami w przyktadzie 3.3.3.

3.2.5. Dynamika punktu o zmiennej masie

ZADANIE 3.2.22

Rakieta, startujac z wyrzutni podziemnej, korzystajac z dodatkowego zbiornika
paliwa, osigga predko$¢ v w chwili opuszczania wyrzutni, i w tym momencie odrzu-
cony jest zbiornik dodatkowy, a doptyw paliwa do silnika odbywa si¢ z wlasciwego
zbiornika rakiety. Podczas lotu z dyszy wyrzucane sq czasteczki masy ze statg pred-
M- -m

z 2’
gdzie k jest stalym wspolczynnikiem, M masa Ziemi o promieniu R, m masg rakiety,
z odlegtoscig rakiety od $rodka O Ziemi (rys. 3.2.22). Poczatkowa masa rakiety wraz
z paliwem wynosi m, = my + my,, gdzie my jest masa rakiety bez paliwa, m,, masa
poczatkowa paliwa. Wyznaczy¢ funkcj¢ zmiany masy paliwa m, = m,(1), jezeli rakieta
porusza si¢ ze stalg predkoscia.

koscia wzgledna v,,, a na rakiet¢ dziata sita powszechnego ciazenia P=+k
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Rys. 3.2.22

Rozwiazanie

Funkcj¢ zmiany masy paliwa otrzyma¢ mozna z rownania Mieszczerskiego
& = —
m(t)—=P+ O,
dt

gdzie ®=v,, a;i—’:l jest sitg reaktywna.

Rzutujac powyzsze réwnanie na o$ z, otrzymuje si¢ rOwnanie skalarne

m®_ _p_ v, am
dt dt
Poniewaz predkosc rakiety v = const, wige % = 0. Sita P na powierzchni Ziemi, tj. dla
t
z = R, rdwna jest sile cigzkos$ci rakiety mg, i z tego warunku wyliczy¢ mozna wspot-

. R” . .
czynnik k = g? Sit¢ P zapisa¢ mozna wzorem P = ng m—z, przy czym z, ze wzgledu

na ruch jednostajny rakiety (v = const), jest znang funkcja czasu i wynosi z = R + vt.
Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci w rownaniu Mieszczerskiego oraz rozdziela-
jac zmienne, otrzymuje si¢ rownanie rdzniczkowe pierwszego rzedu

d_m _ ng dt
m Vi (R+ve)2

Rozwiazujac powyzsze réwnanie, otrzymuje si¢

2
gR 1 N
v, V(R+vt)

In |m| =
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Stala catkowania mozna wyznaczy¢, znajac masg¢ m = my w chwili 1 = 0

2

Czlnmo—%—v.
w

Podstawiajac obliczong stata C do rozwigzania réwnania rézniczkowego oraz
przeksztatcajac to rozwiazanie otrzymuje si¢

_8R 1t

R+
m=mge v ",

Uwzgledniajac, ze masa m jest sumg zmiennej masy paliwa m, = m,(t) 1 masy mp

rakiety bez paliwa oraz Zze masa poczatkowa m, jest suma poczatkowej masy pali-
wa m,, i masy mp, szukana funkcje zmiany masy paliwa zapisa¢ mozna w postaci

grR ¢t

v, R+vt
m,=(m,y+mp)e ™ —mp.

ZADANIE 3.2.23

Pojazd odrzutowy startuje w gore stoku nachylonego pod katem o = 30° o dtugo-
$ci stoku AB =1=2600 m (rys. 3.2.23). Masa pojazdu bez paliwa m = 100 kg, masa za$
paliwa zmienia si¢ w czasie spalania wedlug zaleznosci m, = 160 — 4¢.

Wyznaczy¢ najmniejsza statq predkos¢ wzgledna v,,, przy ktorej pojazd ruszy na-
tychmiast pod gor¢ oraz czas i predkos¢ osiagnigcia szczytu wzniesienia (punkt B).
Przyspieszenie ziemskie przyja¢ g = 10 m/s’.

Rys. 3.2.23 Rys. 3.2.23a

Rozwiazanie

Sity dzialajace na pojazd pokazano na rysunku 3.2.23a, gdzie N jest sitq oddziaty-

wania podloza, G = mg sila cigzkosci pojazdu, @ = Vi d_m sifa reaktywna.
t
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Korzystajac z rOwnania Mieszczerskiego

mﬂ:[_J.p\?Wd_m

— dm
® przeciwna dov,, gdyz —<0
dt dt ( P v BYE )

otrzymuje si¢ rownanie skalarne wzgledem osi x (dla przypadku odrywania si¢ czastek
od masy m) w postaci

mﬂ——m sino.—v d—m
r g w

dt

Warunkiem rozpoczgcia ruchu w chwili poczatkowe;j jest
dm
—mgsino,—v,,— =0
g W

dla masy m odpowiadajacej chwili poczatkowej, tj.

mo=m(t=0)=mp +m,(t=0)=100+160 kg

am
dt

Z powyzszego warunku otrzymuje si¢ v,, =

(t=0)=—4 kgs.

MogSMA _ 355 s

Zatozmy, ze czastki paliwa sa wyrzucane w chwili startu z predkoscig wzgledna
v,, = 330 m/s. Analizujac ruch pojazdu na drodze réwnej dtugosci stoku /, rozwazy¢
nalezy nastepujace trzy przypadki:

1) paliwo ulegnie catkowitemu spaleniu przed osiagnigciem szczytu stoku i w tym
wariancie rozwaza si¢ dwa etapy ruchu: do chwili wypalenia si¢ paliwa i po
spaleniu paliwa,

2) paliwo ulegnie catkowitemu spaleniu w momencie osiagnigcia szczytu stoku,

3) paliwo nie zostanie catkowicie spalone w momencie osiagnigcia szczytu stoku.

Przypadek 1
Roéwnanie ruchu pojazdu ma postaé

m il =—mgsino—v am
dt Y dt

gdzie:
g=10 m/s?,
m=mp +m, =260-4t kg,
dm
dr
v,, =330 m/s.

=-4 kg/s,
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Po podstawieniu otrzymuje si¢

(260—4¢) % =-5(260 — 4¢)+1320,

dy_ 330
dt 65—t

Po scalkowaniu otrzymano
v =-330In[65—1| -5t +C).

Statg C| wyznaczono z warunkow poczatkowych: dla#=0, v, =0; C; =330 In 65.
Predkos¢ pojazdu w tym etapie zmienia si¢ wige zgodnie z rownaniem

v =330(In 65—1In[65—1])-5t.
Czas ¢, catkowitego spalenia paliwa obliczy¢ mozna z zaleznosci:

m, =160 — 41, =0,
skad
t,=40s.

W tym czasie pojazd osiagnie predkosé
v, =v,(t,) = 115,3 m/s = 415 km/godz.

Roéwnanie skonczone ruchu, odpowiadajace etapowi spalania paliwa, otrzymac
mozna, caltkujac predkosé v, tzn.

% =330[n 65 + (65— 1)(In|65 1| -] 2,5 + C,,

gdzie C, =-330 - 206,3 wyznacza si¢ z warunkow poczatkowych dla =0, x; = 0.

Roéwnanie ruchu ma postac
% =330[11n 65 + (65— 1) (In|65 — 1| - 1) — 206,3]- 2,52,

Z réwnania tego obliczy¢ mozna droge x, = x,(¢,) odpowiadajaca chwili catkowite-
go spalenia paliwa. Podstawiajac ¢, = 40 s, otrzymuje si¢ x, = 1280 m. Paliwo ulegnie
wigc calkowitemu spaleniu przed osiagnigciem szczytu wzniesienia i drugi etap ruchu
odbywa si¢ pod wptywem oddziatywania stalej sity cigzkosci rownej mpg (cig¢zar kon-
strukcji rakiety).



202 DYNAMIKA

Réwnanie dynamiczne ruchu w tym etapie ma postac

dv .
mp 2 - —mpgSin Q,
dt

skad
vy =—gtsino.+ Cj,

1 .
Xy =—Egtzsm0c+C3t+C4, g=10 m/s?.

State catkowania C; i C, wyznacza si¢ z warunkow poczatkowych ruchu dla tego
etapu, tzn.
dla
t=0, v,=1153m/s, x,=0,
skad
C;=1153m/s, C,=0.

Z otrzymanych réwnan:
vy =5t +115.3,
Xy =—2,5t> +115 31,
obliczy¢ mozna czas ¢, osiagnigcia szczytu stoku (punkt B) oraz v,(#,). Oznaczajac
X, =1—x,=2600— 1280 = 1320 m jako droge do punktu B,
czas t, oblicza si¢ z rOwnania

X, =—=2,51% +11531;,
czyli
2,57 —1153t, +1320=0 #,; =211s, 1, =25]1s.

W czasie #,; = 21,1 s pojazd osiagnie predkos¢ rowna
Vo(tey) = v =5t + 1153 =9,7 m/s = 35 km/godz.

1 jest to predkos¢ na szczycie stoku.

Czas t, = 25,1 s odpowiada chwili powrotu dla przypadku ,,teoretycznego” ruchu
pojazdu wzdtuz przedtuzonej linii stoku poza punkt B. Pojazd osiagnatby w ktoryms
punkcie tej linii predkos$¢ rowna zeru i powrdcitby do punktu B w czasie #;,. Ze wzgle-
du na narzucone rzeczywiste warunki ruchu (punkt B jest najwyzszym punktem sto-
ku) nie mozna bra¢ pod uwage czasu #;,. Zatem pojazd osiaga w punkcie B predkosé
v, =9,7=35km/godz. w chwili t, = ¢, + t;,; = 61,1 s od momentu ruszenia.

Ze wzgledu na to, ze paliwo ulegnie catkowitemu spaleniu przed osiagnigciem
szczytu stoku nie rozpatruje si¢ przypadkow 2 i 3.
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ZADANIE 3.2.24

Lo6dZz odrzutowa na skutek spalania si¢ paliwa zmienia mas¢ M zgodnie z row-
naniem M = 1800 — 2¢ kg. Predkos¢ wzgledna wyrzucanych czastek spalanego ga-
zu v,, = 800 m/s. Podczas ruchu todzi dziala na nig sita oporu R proporcjonalna do
predkosci todzi v, R =-2v (rys. 3.2.24). Wyznaczy¢ rownanie ruchu todzi oraz jej
predkos¢ po spaleniu si¢ paliwa, jezeli masa todzi bez paliwa wynosi m = 600 kg.

Rys. 3.2.24

Rozwigzanie
Sity dzialajace na 16dz pokazano na rysunku 3.2.24, gdzie
F — sita wyporu wody.
G - sita cigzkosci todzi,
s
m b

|

= —ky — sita oporu ruchu, k=2

_daM .
=v,,— — sita reaktywna.
dt
Rzutujac rownanie Mieszczerskiego na o$ x otrzymuje si¢

dv aM
m—=—kv-v,—,

dt dt

a po podstawieniu danych i rozdzieleniu zmiennych

dv B dt
800—v 900—¢

Wykorzystujac warunki poczatkowe ruchu: £ = 0, v = 0, x = 0, otrzymuje si¢, po
rozwigzaniu rOwnania rozniczkowego, rownanie predkosci 1 przemieszczenia todzi:
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Predkos¢ todzi po spaleniu si¢ paliwa wyznacza si¢, obliczajac czas ¢, spalania
paliwa.

Dla ¢ = 0 catkowita masa fodzi wynosi M, = 1800 kg.

Uwzgledniajac mase fodzi bez paliwa m, = 600 kg, obliczy¢ mozna mas¢ poczat-
kowa paliwa m,,, = 1200 kg.

Z zaleznosci M= M, — 2t, gdzie M = m + m,,, My=m, + m,,, otrzymuje si¢ funkcje
zmiany masy paliwa m, w czasie, t].

my, =m,, — 2t.

Z powyzszej zaleznosci oblicza si¢ czas ¢, spalania paliwa, tzn. dla

m,=0, t,=600s.

Predkosc todzi po spaleniu paliwa wynosi wigc

v =§ts =§~6005 533 m/s =1920 km/godz.

N

Po spaleniu si¢ paliwa na 16dz nie dziala sita reaktywna i dla tego etapu dynamicz-
ne rownanie ruchu ma postac:

mo%z—R, R=2v, my=600kg,

a po przeksztalceniu

—_— —Ldt.
v 300

Rozwiazujac powyzsze rdwnanie przy warunkach poczatkowych dla tego etapu
ruchu: 1 =0, vy = v, =533 m/s, x; = 0, otrzymuje si¢ rownanie predkosci i przemieszcze-
nia todzi w drugim etapie ruchu:

1
S
v =533 ¢ 300 [m/s],

1

-t
x =159900| 1=¢ " | [m].
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ZADANIE 3.2.25

Platforma tadowana z rynny zsypowej zbiornika materiatu sypkiego porusza si¢
w czasie tadowania ze statq predkoscia v = 0,2 m/s (rys. 3.2.25). Moment nap¢dowy na
bebnie linowej podciagarki platformy réwny jest M = 160 Nm. Promien bgbna pod-
ciagarki » = 0,2 m. Predkos$¢ zsypywania v, = 1,2 m/s, kat zsypywania o. = 60°, masa
pustej platformy m, =1000 kg. Wyznaczy¢ roéwnanie zmiany masy m = m(t) platformy
w dwoch przypadkach:

1) zuwzglednieniem sity oporu jazdy F = 0,2G (G = mg jest cigzarem platformy),
2) z pominigciem sity oporu jazdy.

. e S s e -
LLLLL = @)

SIS VSIS 78T

Rys. 3.2.25

Rozwiazanie

Jest to przypadek ruchu uktadu o zmiennej masie z dotaczaniem si¢ czastek masy.
Rozktad predkosci czasteczki dm pokazano na rysunku 3.2.25a. Rownanie Mieszczer-
skiego ogdlnie mozna zapisa¢ w postaci:

v = _ dm
m—=P+v, —,
dt dt
gdzie:
P=S+F - sitadlaprzypadku (1),
P =S8 - sitadlaprzypadku (2),

S — sita w linie podciagarki,
F — sila oporu jazdy.
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Ad1)

Rzutujac rownanie Mieszczerskiego na o x przyjetego uktadu odniesienia
(rys. 3.2.25a) otrzymuje si¢

d M
m—=S—F+vWX—m, Ve =Vicoso, S=—, F=0,2mg.
t dt r
Poniewaz v = const, wigc
M d
= —02mg+(v cosoc—v)—mzo
r dt

i po podstawieniu danych liczbowych i1 rozdzieleniu zmiennych otrzymuje sig¢

am_ s
m— 400

Rys. 3.2.25a

Rozwiazujac powyzsze rownanie z uwzglednieniem poczatkowej masy platformy
my = 1000 kg, otrzymuje si¢ rownanie zmiany masy w postaci

m =400 + 600 e [kg].
Ad?2)

Réwnanie ruchu wzgledem osi x ma w tym przypadku postaé

mﬂ=S+vwxd—m,

dt dt

lub po podstawieniu danych liczbowych i rozdzieleniu zmiennych

dm = -2000dt.
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Uwzgledniajac mase poczatkowa m, = 1000 kg, otrzymuje si¢, po scatkowaniu,

roOwnanie zmiany masy
m = 1000 — 2000z [kg].

Otrzymany wynik jest sprzeczny z warunkami zadania, z ktorych wynika, ze masa
platformy na skutek jej dosypywania musi rosnaé w czasie, a nie male¢. Wzrost masy
w tym przypadku, tj. przy pominigciu sity oporu jazdy, uzyska¢ mozna, zmieniajac
zwrot sity S w linie podciagarki. Praktycznie oznacza to, ze platforma nie moze by¢
ciagnigta, lecz hamowana sila S (napedza ja @, - sila reaktywna).

Do samodzielnego rozwazenia pozostawia si¢ inne przypadki pracy tadowarki,
np. pionowy kierunek zasypywania platformy oraz przeciwny do jej predkosei v.

3.3. Dynamika ukladu punktéw materialnych

ZADANIE 3.3.1

Dane sa sity ciezkosci O i G ciat 4 i B oraz kat rowni pochylej on. Wspdtezyn-
nik tarcia kinetycznego ciata B po podtozu wynosi . Wyznaczy¢ najmniejszy ci¢zar
O = O,,in» ktory spowoduje ruch uktadu oraz predkosé ciat po czasie 1 =1 sekund, jezeli
dla =0, predkos$¢ v = v(0) = 0. Mase krazka pominac.

Rozwigzanie

Wyznaczenie Q,,;, jest zagadnieniem nalezacym do dziedziny statyki. Dziatanie
tarcia statycznego na bryl¢ B moze uniemozliwi¢ ruch tego ukladu. Przyktadajac do
ciala B site T tarcia rozwinigtego i korzystajac z rownan rOwnowagi, wyznacza sie
cigzar graniczny Q,,. Kazda wartos¢ Q > Q,, spowoduje ruch, ktory ze wzgledu na
Wy > W bedzie sig dalej rozwijat. Oba ciata oddzialywuja na siebie poprzez ling, co
przedstawiono w postaci sity napigcia Sy (rys. 3.3.1a).

|Sol=IS]

Rys. 3.3.1a
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Z warunku rownowagi ciata 4 wynika, ze S, = Q,,"sina, dla ciata za$ B jest I, = S,
przy czym T, = p N = u,G. Z tych zaleznosci otrzymano

O =G i Oy >0 =G = ctyli Oy >G =
sin o sin o sin o
Przy O = Q,, ruch jest mozliwy tylko po zadaniu dowolnej predkosci poczatkowej
vo # 0.
Wyznaczenie predkoscei ciat po czasie £ = T nalezy do zagadnien dynamiki. Roz-
wigzania tego problemu dokonano dwiema metodami, wykorzystujac:

1) zasadg ruchu srodka masy,
2) zasadg pedu i1 popedu uktadu punktéw materialnych.

Ad1)

Na rysunku 3.3.1b pokazano przylozone sily zewn¢trzne i wewngtrzne do ciat po
uwolnieniu ich od wigzé6w. Poniewaz masa krazka jest rowna zeru wige S| = S,.
Zasade ruchu srodka masy zapisano wektorowo:

(my+mp)a,=G+Ny+T+R+Q +N,
gdzie:
my, mp — masy ciat 4 1 B,
a, — przyspieszenie srodka masy uktadu,
N4, N — sily reakcji normalne,
T — sila tarcia,
R — reakcja zewnetrzna ukltadu przytozona na krazku.

NBA
3, R
r—p _ _
— St Sy
— <
= S

<4
G 2
Ve

Y

Rys. 3.3.1b
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Rzutujac to réwnanie na osie x i y przyjetego uktadu odniesienia, otrzymano:

. .o
(m 4 +mB)asx =Ns1n0c—T+Rs1nE,

o
(m 4 +mB)asy =Ncosa+ Ny —G—Q+RcosE.
Rzut przyspieszenia a, na osie x i y mozna zapisac:

47 ()= Mg mpap

a 2
dt my+mpg

SX >

_d_z( )_ mAaAy+mBaBy
Ky - .

asy =

dtz my + mp
Rzuty przyspieszen ciat 4 i B zgodnie z rysunkiem 3.3.1a wynosza:

Ay =aycosc, ay

p=—aysine, ag =ap, ag,=0,

przy czymay =agz=a.

Uwzgledniajac powyzsze zaleznos$ci otrzymuje sie

. .o
(mAcosoc+mB)a=NA s1noc—T+Rsm5,

. o
—myasino. =N coso—G—-0+Np +Rc0s5.

Z rzutow sit na kierunki normalne do kierunkow ruchu dla kazdej bryly wyzna-
€Zono:

Ny=Qcosa, Nz=G oraz T=uNz=uG.
Uwzgledniajac powyzsze zwiazki w uktadzie rownan otrzymano:

. .o

(m 4 cosa+mp)a =Qcos0cs1n0c—uG+Rs1n5,
. . o
—mAas1n(x=—Qs1n2(x+Rcos5.

Podstawiajac m =g ME=g

wzordéw trygonometrycznych, wyznaczono wartos¢ przyspieszenia a

oraz rugujac R i korzystajac z odpowiednich

g Osino—pG
0+G
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Catkujac obustronnie powyzsza zaleznos¢ przy warunku poczatkowym v(0) = 0
otrzymuje si¢

. Qsmoc—uth’
0+G
a dla t = T predkos¢ v(1) =M
0+G

Aby spei¢ warunki zadania, musi zachodzi¢ Qsina — UG > 0 (patrz pierwsza
czg$¢ rozwigzania).
Ad 2)
Zasada pedu i popedu dla uktadu punktow materialnych ma postac
t2 _
Pr—Di = | Wy
gl
W rozpatrywanym przypadku ped w chwili poczatkowej #; wynosi p; =0, nato-
miast w chwili ¢, p, =m v, +mgvp przy czym |\7A| =|\73|.
Suma geometryczna sit zewngtrznych wynosi
Wy=G+Q+N,+Ng+T+R.
Zasada pedu i popedu ma wigc postaé
t2 . y A _ _ _
mA\_iA +m3\73 = J. (G +Q +NA +NB +T+R)dt
gl
Rzutujac powyzsze rownanie wektorowe na osie x 1 y, otrzymuje si¢
7]

. .o
myv,COSO+mpVvp = j (NA sino.—7T + Rsin EJdt,
b

5]
—m v sing = N coso—G—-Q+N +Rcosg dt.
AV 4 A B 5

b
Uwzgledniajac, ze N, = Qcos o, Ny = G, T=UNy = UG po scatkowaniu, otrzymuje si¢:
ty o
m v, coso+mpvy +(Ocososino —pG)(t, —1; )+ j Rsin > dt,
h

5]
mAvAQsin2 oty —t,)— j Rcos % dr.
Ul
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Rugujac z powyzszych rownan poped sity R oraz uwzgledniajac, ze m, =
Osino—uG
0+G
i popedu wykorzysta¢ mozna w tym przypadku réwniez w inny sposob, stosujac ja do

kazdego ciata osobno, a nie do catego uktadu.
Korzystajac z rysunku 3.3.1b mozna powyzsza zasadg¢ zapisa¢ dla kazdego ciala
W postaci:

?9

mp =% 1v,=vp=v,otrzymano v= gt gdzie T = ¢, — t;. Zasad¢ pedu

15)

myvy= [ (Osina—S,)d,

h

) 2]
mgvg = [ (S;—T)dt = [ (S; —uG)d,

g} b

a po scalkowaniu w postaci

)
myv 4 ZQSina(tz _tl)_ J Szdt,
b

53
mpvp = J Sldt—l.lG(tz _tl )

g}

g i rugujac popedy sit S,

Uwzgledniajac, ze S} =S,, vy =vp=v, my =%, mg =
i5,, otrzymuje si¢
in o —uG
v:QSln—ug‘[, "[::tz—tl
0+G

W rozpatrywanym przypadku ten sposob prowadzi najszybciej do celu.

ZADANIE 3.3.2

Na woézku o masie m; = 500 kg umieszczony jest zespot tlokowy o masie tloka
m, = 600 kg i masie przeciwwagi m; = 20 kg. Korba OA obraca si¢ ze statq predkoscia
katowa = 10 rad/s. Dlugo$¢ O4 = AB=r, OC = q (rys. 3.3.2).

Wyznaczy¢ wspotczynnik sprezystosci k sprezyny tak, aby podczas ruchu uktadu
nie zachodzity drgania rezonansowe woézka.
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Rozwigzanie
Zadanie rozwigzano dwiema metodami:

1) wykorzystujac zasadg ruchu srodka masy,
2) wykorzystujac zasade pedu uktadu punktéw materialnych.

Ad1)

Sity czynne i reakcje przytozone do uktadu po uwolnieniu od wigzéw pokazano na
rysunku 3.3.2a. Ze wzglgdu na to, Zze analizuje si¢ ruch wodzka, zasad¢ ruchu srodka
masy wykorzystano wzgledem osi x odpowiednio przyjetego uktadu odniesienia:

(my +m, +m3)5c's =-S5,
gdzie:
S = kA = k(x, — HK) sila sprezystosci sprezyny o wspolczynniku sprezystoscei £,
A — odksztalcenie spr¢zyny,
HK = const,
x; — wspotrzedna srodka masy wozka.

Obliczajac wspotrzedne x-owe masy ttoka i przeciwwagi
X, =x;+2rcos@, ¢=wt,
X3=X,—q CcosQ

oraz korzystajac ze wzoru na wspolrzedng x,, srodka masy ukfadu, otrzymuje si¢ po
zrozniczkowaniu
d’ d? +myxy +

mX) TmyXy TM3X3 |

Xs

- (x=L
dt2 y dt2 my +my +m3

my +my +mz )X +(m3q —2myr ©° cos
3 3 .

m1+m2 +m3

*y
X2

A
X3 ,
%~0) (eNhg
A | L
_ C N G,
S
H---—-ll-——f K v
L G) X
_ i
0y " G, \/G 7
R, 1 Ry
X1

Rys. 3.3.2a
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Podstawiajac X, do zasady ruchu srodka masy otrzymuje si¢

(m1 + my + m3)5(;1 +kx1 = (2m2r - m3q)0)2 CcOos Wf + k(HK)

lub
.5(:'1 +(0(%x1 = ACOSO)t+C1,
gdzie:
2 k
Oy =—"—7"7"",
my +m2 +m3
2myr —m F,
= 2 39 2 = 0 ,
m1+m2+m3 m1+m2+m3
HK
Cl =k

my +m2 +m3 '

Powyzsze rownanie rdzniczkowe opisuje ruch (drgania) wozka pod wplywem sity
wymuszajacej o amplitudzie P, i czgstosci wymuszenia . Czgstos¢ m, nazywa si¢ cze-
stoscigq drgan wlasnych, a drgania rezonansowe zachodza, jezeli w, = ®. Aby unikna¢
drgan rezonansowych i niebezpiecznego wzrostu amplitud drgan w stanie rezonansu,
musi by¢ spelniony warunek w, # w, przy czym, jezeli ruch drgajacy odbywa si¢ z cze-
stoscia o < o, to nie ma mozliwosci wystapienia drgan rezonansowych, a jezeli ® > ®,,
to nalezy liczy¢ si¢ ze wzrostem amplitud drgan podczas rozruchu uktadu i przechodze-
niu przez rezonans przy ® = ®,. W ukladach rzeczywistych stosuje si¢ elementy thumia-
ce drgania i ograniczajace amplitudy drgan rezonansowych. Znajac czg¢sto$¢ drgan wia-
snych m,, obliczy¢ mozna wspotczynnik sprezystosci sprezyny z zaleznosci

k= (Og(ml +m2 + m3).
Ruch woézka zachodzi poza rezonansem jezeli w, # ®, tzn. musi by¢
k+# (02(”’[1 + ny +m3)= (Oé(ml +m2 + m3).
.. . . N
Podstawiajac dane liczbowe otrzymuje si¢ k # 58 o
Dla obliczonego wspotczynnika sprezystosci k oraz przyjmujac materiat sprezyny,

dobra¢ mozna z odpowiednich wzoréw parametry geometryczne spre¢zyny, tzn. sredni-
c¢ drutu, $rednicg i dlugos¢ sprezyny, ilos¢ zwojoéw sprezyny.
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Ad 2)
Wyznaczajac podobnie jak poprzednio wspoirzedne x-owe poszczegoélnych mas,
a nastepnie obliczajac wspotrzedna x-owa pedu uktadu, otrzymuje sie

Pux = ml)'cl + mzxz + m35c3 = ml)'cl + my (xl — 2rmsin (Dt)+
+ my ()'cl + gwsin ot )= (ml +my +my )xl - (2m2r - m3q)0)sin ot.
Zasada pedu wzgledem osi x ma postacé

dz_?x =S gdzie S=k(x —HK).

. d .. o
Obliczajac Z;‘x = (my +my +my)x, — 2myr — m3q)oo2 cos ¢, otrzymuje si¢ z za-

sady pedu rownanie
(ml +my +mj )xl + IOCI = (2m2r - m3q)0)2 CoS Wf + k(HK),

identyczne jak rOwnanie otrzymane przy wykorzystaniu zasady ruchu srodka masy.
Dalszy tok obliczen jest analogiczny jak poprzednio.

ZADANIE 3.3.3

Na platformie o masie m, = 400 kg, poruszajacej si¢ z predkoscia v, = 2 m/s lezy
cialo o masie m; = 100 kg. W pewnej chwili do platformy przylozono staly si-
te P o zwrocie przeciwnym do ruchu uktadu mas (rys. 3.3.3). Wspotczynnik tarcia ciata
po platformie p = 0,1. Wyznaczy¢ maksymalna warto$é sity P = 130 tak, aby nie wystapit
poslizg ciala po platformie, oraz drogg ciata o masie m, do chwili zatrzymania si¢ ukta-
du, jezeli do platformy przylozono site P =2F,.

Rys. 3.3.3

Rozwiazanie
Zadanie rozwigzano, wykorzystujac dwie zasady:

1) zasadg ruchu srodka masy,
2) zasadg pedu i popedu.
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Ad1)

Sity zewngtrzne czynne i reakcje dziatajace na uklad mas pokazano na rysun-
ku 3.3.3a. Sila tarcia pomiedzy cialami jest sita wewngtrzng uktadu i nie wystapi
w rownaniu zasady ruchu srodka masy, ktéra ma postac:

(m; +my)a, =P +G, +G, + R, +R,.

f'?',f G, 5, f?
Rys. 3.3.3a

Rzutujac powyzsze rownanie wektorowe na o$ x przyjetego uktadu odniesienia
(uktad odniesienia przyjeto tak, ze w chwili przytozenia sity P, tzn. dla ¢ = 0, predkos¢
obu mas jest rowna vy, a x,(0) = 0, otrzymuje si¢ rownanie

(ml + m2) Aox = —P.

Poniewaz ruch uktadu zachodzi tylko w kierunku osi x, przyspieszenie $rodka
masy jest rownolegte do osi x i a,, = a,. Jezeli nie ma poslizgu, oznacza to, ze kazda
z mas ma takie samo przyspieszenie jak srodek masy. Przyspieszenie obliczy¢ mozna,
badajac ruch ciata o masie m, (rys. 3.3.3b).

21

Gy )L>

y

| = <=

_
I T

Rys. 3.3.3b

(-
|

Roéwnanie ruchu tego ciata ma postac

mya= —T,

gdzie T'=uN =umg.

_ Sila tarcia jest sil tarcia rozwinigtego, co odpowiada maksymalnej wartosci sity
P = P, takiej, zeby jeszcze nie bylo poslizgu. Kazda sita o wartosci wigkszej od P,
spowoduje wystapienie poslizgu. Kazda warto$¢ sity P mniejsza od P, zapewnia ruch
bez poslizgu.
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mil = —HZ:g =1m/s”
Po podstawieniu danych liczbowych otrzymuje si¢ P, = 500 N. W przypadku przyloze-
nia sity 2]30 ciatlo o masie m, zacznie $lizga¢ si¢ po platformie i aby obliczy¢ droge
poslizgu, rozpatrzy¢ nalezy niezaleznie ruch obu cial (rys. 3.3.3b).

Roéwnanie ruchu masy m; ma postaé

Obliczajac |C_l| = |C_ls| = , Wyznaczy¢ mozna ‘13 ‘ = ‘130‘ = (m1 +my )|Es|.

mya=-T,
skad

T
a; z—m—z—l m/SZ.
1

Po scalkowaniu otrzymuje si¢ predkosé i przemieszczenie masy m:

w(t)=—1+Cy,
xl(t)zétz +Cot +Cs.

Réwnanie ruchu platformy ma postaé

mya, = T —2P,,
skad
_T-2h

my

=225 m/s’.

a

Po scatkowaniu otrzymuje si¢ predkos¢ i przemieszczenie platformy:
u(t) =—2,25t+ G,
x(f) =—1,1257 + C4t + C,.
Wykorzystujac warunki poczatkowe ruchu
t=0, v=v,, x;,=0, u=vy; x,=0
wyznaczono stale catkowania:
Ci=vy=2m/s, C,=0, C3=vy=2m/fs, C,=0,
1 otrzymano nastgpujace rownania opisujace predkosci 1 przemieszczenia obu mas:

v(t)=2—t, u(t)=2-2,25t,
1
xl(z)=2z—5z2, xy(£) =21 —1,125¢%.

Z powyzszego uktadu réwnan wyznaczy¢ mozna czas ¢, i droge x,(¢,;) hamowania
masy m,; oraz czas t, i drog¢ x,(¢,) hamowania platformy (v(¢,) = u(t,) = 0):
t=2s, x(t)=2m, £=0,89s, x,(t)=0,89m.
Droge poslizgu masy m, oblicza si¢ jako roznice drog x,(#,) 1 x,(%,):

I=x,(t)) —x5(ty) = 1,11 m.
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Ad 2)
Analizujac ruch uktadu mas analogicznie jak w przypadku 1) zapisa¢ mozna zasa-
de¢ pedu i popedu dla obu mas i dla masy m; w postaci (rys. 3.3.3.a, b):
T
ﬁz —I_71 ZJ (G] +G2 +R1 +R2 +P)dt,
0
I —
D21 =P = det,
0
gdzie:
D= (ml +m, )\70 jest pedem uktadu w chwili poczatkowej ¢ = 0,
D> =0 jest pegdem uktadu po zatrzymaniu,
P11 =mpvy jest pedem masy m; w chwili poczatkowej ¢ = 0,
P21 =0 jest pgdem masy m, po zatrzymaniu,
T — czas zatrzymania uktadu.
Po zrzutowaniu na o§ x oraz przyjmujac P = P, otrzymuje sig¢:

T
—(ml +m2)V0 Z—J Podt =—P0’L',
0

T
—myvy =—[ Tdt =—Tt=—UNt=—pumgr.
0

Rugujac czas T z powyzszych rownaf, obliczono site P, = 500 N, ktora nie spowo-
duje poslizgu. L
W przypadku wystapienia poslizgu, tzn. po przytozeniu sity P =2F,, droge posli-
zgu wyznaczy¢ mozna, stosujac zasade pedu i popedu dla obu mas oddzielnie:
t
P21~ P ZJ (T +N+G1)dt>
0
t

0
gdzie:

Po1 =mv; jest pedem masy m; w dowolnej chwili ¢,
P11 =mVy, jest pedem tej masy w chwili £ =0,
Doy =myVv, jest pedem masy m, w dowolnej chwili ¢,
P12 = myvy jest pedem tej masy w chwili =0,

v, vo — predkosci bezwzgledne obu mas.

Rzutujac na o$ x rOwnania przyrostow pedow otrzymuje sig:
t
vy —nmyvg = —J Tdt,
0
t

myvy —nmyvgy = —.[ (T —2P0)dt
0
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Podstawiajac 7= WN = um, g i calkujac, otrzymano roéwnania predkosci:

20 —pmg
VI =vg —Mgt, =v0—0—21t.
m

Po ponownym scatkowaniu otrzymuje si¢ rownania skoficzone ruchu obu mas:

1 2F, -
X1 :Vot——uth’ Xy :Vot_wtzj
2 m?
przy warunkach poczatkowych: =0, x; =0, x, = 0.

Przyjmujac v, =0, v, = 0, mozna z réwnan predkosci wyznaczy¢ czasy zatrzyma-
nia si¢ obu mas, a nastepnie przebyte drogi, tzn.:

to= Yo f = myVy Y = V% _ mz"g
1=— bh=7"—"7"7"——, =", = v
Hg 2py —umg 2ug 2(po —umg)

Drogg poslizgu wyznacza si¢ jako réznice drog x; i x,:

2R - ug(m + mz)vg'
2ug(2Py —pmg)

l=x1—x2=

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymuje si¢ /= 1,11 m.

Uwaga. Zadanie to mozna rozwiaza¢, stosujac rownania dynamiki punktu w ru-
chu wzglednym (patrz zadanie 3.2.21).

ZADANIE 3.3.4

Dane sg sily ciezkosci 51, 52, O poszezegodlnych bryt i kat o klina (rys. 3.3.4).
W chwili poczatkowej uktad ciat jest nieruchomy. Po zwolnieniu blokady ci¢zar G,
opada ruchem jednostajnie przyspieszonym zgodnie z rownaniem A = ki*, k = const.
Obliczy¢ predkosc i1 droge klina w funkcji czasu.
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Rozwiazanie
Zadanie rozwigzano dwiema metodami:

1) stosujac zasade zachowania ruchu srodka masy,
2) wykorzystujac zasad¢ zachowania pedu uktadu punktéw materialnych.

Ad1)

Przyktadajac sity zewngetrzne dziatajace na uktad materialny (rys. 3.3.4a) i stosujac
zasadg¢ ruchu $rodka masy, po zrzutowaniu na o$ x otrzymuje si¢

(m1 +m2 +m3))'c's :O,

gdzie i, jest wspotrzedna przyspieszenia srodka masy na osi x.

4

el
Y
i

] il
B ':
! h
A g———L
msg
[0) m,g X
1_ \Y/
R,
x4 o
Rys. 3.3.4a

Jak wynika z powyzszego rdwnania, spetniona zostata zasada zachowania ruchu
srodka masy wzgledem osi x. Bezposrednio z powyZzszego rownania wynika, ze X, =0,
zczego x, =Cy 1 x; =Cit+C,.

W chwili poczatkowej uktad byt w spoczynku, tzn. dla =0 x, =0, a wigc C; =0
ix,=C, = const.

Podczas ruchu uktadu wspolrzedna x, srodka masy nie zmienia si¢. Oznaczajac
przez xi polozenie poczatkowe srodka masy i przez x? polozenie w dowolnej chwili,
mozna napisac, ze xi = x‘?. Oznaczajac wspolrzedne srodkéw mas bryl w chwili poczat-
kowej przez xll, x%, xé, a w chwili dowolnej przez xIH, xg, xél (rys. 3.3.4a), otrzymuje
si¢ zaleznosci:

mlxll + mzxé + m3x§ . mlle + mzxg + m3x§1
m1+m2+m3 - m1+m2+m3
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Uzalezniajac wspohrzedne xln, xg, xél od xll, xé, xé, otrzymuje sig¢:

xln =x1I +/+hcosa,
xg =x£ +1,
x%l =x§ +1,

gdzie [ oznacza przemieszczenie klina (przyjeto ruch w prawo) i po odpowiednich pod-
stawieniach 1 przeksztatceniach otrzymuje si¢ przemieszczenie klina:

/= kmy cos o 2= kGicosa -
m1+m2+m3 G1+G2+Q

Znak minus oznacza, ze przemieszczenie klina nastapi w rzeczywistosci w strone

przeciwna, niz zatozono. Predkos¢ klina obliczono jako v; = I
t

_ 2kG cosa

V3= G— .
1+G+0

Ad2)

Oznaczajac przez p ped uktadu, zasade pedu mozna zapisad

dp & o = =
i=1 i=1

=

Rzutujac powyzsze rownanie na os x (rys. 3.3.4b), otrzymuje si¢ dgl =0.
t

4

Rys. 3.3.4b

Co oznacza, ze wzgledem osi x spelniona zostata zasada zachowania pedu p, = const
podczas ruchu uktadu. Poniewaz w chwili poczatkowej uktad byt w spoczynku, wigc
dlat =0 jego ped p, = 01 w czasie ruchu nie moze si¢ zmienic.
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Oznaczajac przez vy, v, v3 predkosci mas m, m,, ms, ped uktadu zapisa¢ mozna
W postaci:
ﬁ = m1\71 + m2\72 + m3\73.
Masy m 1 m, poruszaja si¢ ruchem ztozonym (ruch unoszenia klina, ruch wzgledny
wzgledem klina), w zwiazku z czym ich predkosci bezwzgledne wynosza (rys. 3.3.4b):
VI =Vt V1 V2 SV V0,
gdzie:
v,1 = v3 predkos¢ unoszenia masy m,
Vo =3 predkos$é unoszenia masy m,,
Vs Vw2 — predkosci wzgledne tych mas wzgledem klina.
Po podstawieniu i zrzutowaniu na o$ x otrzymuje si¢

Py =my(v3+ v, 008 0) + myvs + m3vs.

7 réwnania ruchu wzglednego h = kf* obliczy¢ mozna predkosé wzgledna
Vi1 = Vo = 2kt 1 po przyréwnaniu do zera p, otrzymuje si¢ predkos¢ klina

S 2kG coso
T G+G,+0
Znak minus oznacza, ze zwrot predkosci klina jest przeciwny do przyjetego. Przyj-

mujac, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0, droga klina / = 0, po scatkowaniu otrzymano

/= km, cos o 2= kG coso 2

m1+m2+m3 G1+G2+G3

ZADANIE 3.3.5

Wzdhuz tworzacej stozka (rys. 3.3.5) w prowadnicy umieszczony jest cigzarek G
na lince o dtugosci /. Dany jest kat o. oraz moment bezwtadnosci stozka J, = 0,3MR?,
gdzie M — masa stozka, R — promien jego podstawy. Stozek obraca si¢ z predkoscia
katowa w,. W pewnej chwili na stozek zaczyna dziata¢ para sit o momencie M, = 0,5¢
az do chwili T zerwania linki z cigzarkiem G. Obliczy¢ predkos¢ katowa o stozka
w chwili, gdy cigzarek zsunie si¢ na poziom podstawy stozka.

Rozwiazanie

Ruch uktadu sktada si¢ z dwoch etapow. W etapie pierwszym, do chwili zerwa-
nia, linki dziata para sit o momencie M, i predkos¢ zmienia si¢ od ®, do ®,. W etapie
drugim, po zerwaniu linki i ustaniu dziatania pary sit, pre¢dkos¢ katowa stozka zmienia
si¢ od m; do wartosci ® odpowiadajacej najnizszemu polozeniu cigzarka G na stozku.
Zadanie rozwiazano, stosujac zasadg¢ kretu dla uktadu materialnego wzgledem osi z, ze
wzgledu na ruch obrotowy stozka wzgledem tej osi.
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Etap 1

Zasada kretu ma postaé

n
Z=ZMIZ=M0=0’5t
a5

Rozdzielajac zmienne i catkujac obustronnie, otrzymuje sig:

I T
[ ak ={ 0,5t
ko 0

K, — K, =0,251%,

K, =025t +K,,
gdzie:
K, — kret uktadu w chwili poczatkowej ¢ = 0,

Koy =J,0 +mvolsin% =J,0p+m molsin% lsin% =| 0,3MR? + ml? sin* %)wo,
K, —kret uktadu w chwili T zerwania linki i ustania dziatania pary sit.
Etap IT

Obliczajac sumg algebraiczng momentdéw wszystkich sit wzgledem osi z, otrzymu-

e dK . . . L .

jesie > M. =0, tzn. d_tz =0 1w tym etapie ruchu i spetniona jest zasada zachowania
i=1

kretu wzgledem osi z.
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Z zasady tej wynika, ze K, = const w kazdej chwili i mozna w zwiazku z tym
poréwnac krety w chwili poczatkowej 1 koncowej tego etapu ruchu: K| = K.

Kret w chwili poczatkowej réwny jest kretowi w chwili koncowej pierwszego eta-
pu, a kret w chwili konicowej wyraza si¢ zalezno$cia

K =J,0+mvR=J.0+moR* =(03M +m)oR>.
Poréwnujac, otrzymuje si¢

(03M +m)oR? = [O,3MR2 +mi? sin%)wo +0,257%,

skad obliczy¢ mozna predkosé katowa stozka odpowiadajaca dolnemu potozeniu cig-
zarka G:
(0,3MR2 +mi? sin‘z"]mo +0,2512

0= m=—.
(03M +m)R?

ZADANIE 3.3.6

Na rysunku 3.3.6 pokazano element reduktora obrotoéw. Dane sa masy m, i m,
w potozeniu poczatkowym /; i r, obracajace si¢ z predkoscia katowa o, dokota osi z. Po
odryglowaniu masy m, rozpoczyna ona ruch wzdtuz preta nachylonego pod katem o.
Jak powinna zmienia¢ si¢ predkos¢ katowa ® uktadu, aby masa m, poruszata si¢ ze
statym przyspieszeniem a,, wzgledem preta.

Rys. 3.3.6a
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Rozwigzanie
Do rozwiazania zastosowano zasade kretu uktadu materialnego wzgledem osi
obrotu z
dK
dt

n
= zMiZ'
i=1

Y4

n
Poniewaz Y M;, =0, wiec =0 i K, = const. Wzgledem osi z spetniona jest

zasada zachow%—rllia kretu 1 w zwiazku z tym mozna poréwnac kret wzgledem osi z
w chwili odpowiadajacej potozeniu poczatkowemu mas i w dowolnej chwili ruchu,
tzn. K, = K. Oznaczajac przez v, i v, predkosci mas w potozeniu poczatkowym, kret Ky
obliczy¢ mozna z zaleznoSci

KO =mwr +m2V210 sin o.

Uwzgledniajac, ze v; = 0y, v, = 0yl sin 0, otrzymuje si¢
Ky = (m1r2 + mzlg sinz(x) .

Kret wzgledem osi z w dowolnej chwili czasu obliczono jako sumeg kretow obu
mas, przy czym ruch masy m, rozpatrzono jako ruch ztozony z ruchu unoszenia i ruchu
wzglednego wzgledem preta.

Ped masy m, wynosi

ﬁZ = m2‘7b =my (Vu + Vw): mZ‘_)u + m2‘7w’
gdzie:

v, — predkos¢ unoszenia wynikajaca z ruchu obrotowego preta wokot osi z,
v, — predkos¢ wzgledna masy m, o kierunku preta (rys. 3.3.6a).

Kret masy m, wzgledem osi z jako moment pedu wzgledem tej osi rowny jest jedy-
nie momentowi sktadowej m,v,, gdyz sktadowa m,v,, o prostej przecinajacej os z nie
daje momentu wzgledem tej osi. Kret uktadu w dowolnym czasie wynosi

K=myr+myv,r,
gdzie:
V=w-7,
v,=o-r,=o(+s)sinaq,

przy czym s = %awtz, poniewaz ruch wzgledny odbywa si¢ ze statym przyspieszeniem a,,.

Po podstawieniu otrzymano

2
K= [m1r2 +my (ZO + O,Sawtz) sin? oc](n
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i po porownaniu kretow K, i K obliczono wartos$¢ predkosci katowej :

m1r2 + mzlg sin? o
W= 5 (00.
m1r2 +m, (lo + O,Sawtz) sin® o,

3.4. Dynamika bryly

3.4.1. Ruch postgpowy, obrotowy i plaski

ZADANIE 3.4.1

W §lizgowej wyciagarce pokazanej na rysunku 3.4.1 znane sq momenty bezwlad-
nosci wzgledem osi obrotu kot zebatych reduktora J,, J, i kot linowych J; = J, = J,
promienie podzialowe kot zgbatych r|, r,, promienie kot linowych r; = r, = r, kat po-
chylenia podloza o, wspotczynnik tarcia pojemnika wciagarki po pochylni | oraz masa
pojemnika wraz z nadawa m. Pomijajac opory tarcia w tozyskach i w przektadni, obli-
czy¢ wartos¢ momentu M, jaki nalezy przytozy¢ na wale wejsciowym przektadni, aby
w czasie ¢, rozruchu urzadzenia pojemnik wciagarki uzyskat predkos¢ v,. W chwili
poczatkowej uktad byt w spoczynku.

Rozwiazanie
Zadanie rozwigzano trzema sposobami, wykorzystajac:

1) dynamiczne rdwnania ruchu postgpowego i obrotowego,
2) zasadg¢ rOwnowartosci energii kinetycznej i pracy,
3) réwnania Lagrange’a Il rodzaju.
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Ad1)

Kota zgbate przektadni odzialywujq na siebie sitami, ktére mozna roztozy¢ na
sktadowe: promieniowa i obwodowg 130 wywolujaca obrot kot. Na rysunku 3.4.1a za-
znaczono tylko te sity, ktore sa istotne dla ruchu uktadu.

Sity w linkach oznaczono przez S, S, §3, wartos$ci przyspieszen katowych wa-
tow 1, 11, III oznaczono przez €,, €,, €3, przyspieszenie pojemnika wciagarki przez a,
i reakcje podtoza przez T i N.

€2

&

Rys. 3.4.1a

Uktad bryt tworzacych urzadzenie wyciggowe zostat podzielony na poszczegdlne
bryty, dla ktérych dynamiczne réwnania ruchu majq posta¢ (rownania sit)

dla watu I Ji-g =M -Fyn (1)
dla watu II (Jy +J3)ey = Pyry + Syry — Sy (2)
dla watu III Jy €5 =814 —So1y (3)
dla pojemnika ma=8,-S;-T-Gsina (4)

Momenty obrotowe poszczeg6lnych sit przyjmuje si¢ za dodatnie tych sil, ktore
»pomagaja’ ruchowi danej bryly (zwroty zgodne ze zwrotami przyspieszen), a ujemne
dla przeciwdziatajacych ruchowi (przeciwne zwroty do zwrotow przyspieszen).

W powyzszych rownaniach wystepuje dziesig¢ niewiadomych: M, P, S}, S5, S5, T,
€, &, &, a, 1 W zwiazku z tym do tego uktadu nalezy dotaczy¢ rownania dodatkowe
tak, aby otrzymac rozwigzywalny uktad rownan. Ze wzgledu na to, ze nie mozna uto-
zy¢ wigcej rownan sil, dodatkowych réwnan poszukuje si¢ z zaleznos$ci kinematycz-
nych, tj. z réwnosci wartosci przyspieszen stycznych kot przektadni

817”1 = 827”2 (5)
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z rdwnosci warto$ci przyspieszenia g 1 przyspieszen stycznych kot linowych
€r3=a (6)
S (7)

Ponadto, z zaleznosci pomiedzy sita tarcia i sitg normalng, otrzymuje si¢
T=uN, gdzie N=Gcosa ®)

Z uktadu réwnan (1) ... (8) otrzymano zalezno$¢ pomiedzy wartoscia momentu M
i przyspieszenia @

2

=" a2 2 v20+ 8 2 e+ (Leosa +sin 0)G.
1 2 u

) n g n

Narzucajac kinematyczne warunki rozruchu, z powyzszej zalezno$ci dobra¢ moz-
na odpowiednig warto§¢ momentu napedowego. Przyjmujac w czasie rozruchu jedno-
stajnie przyspieszony ruch pojemnika, tzn. uwzgledniajac, ze a = const, z czego wyni-
ka, ze v = at 1 M = const, oraz uwzgledniajac dane otrzymuje si¢

2
mM="1|s|2 +J2+2J+£r2 U4 (wcoso+sin )G
b) 1 g h n

Jezeli po zakonczeniu rozruchu pojemnik porusza si¢ ze stalg predkoscia transpor-
towania, (ruch jednostajny) to dla takiego okresu ruchu warto§¢ momentu jest mniejsza
1 wynosi

rn o
M'=r—1 (1cos o +sin ) G.
2

Moment M’ réwnowazy w tym przypadku opory sity tarcia i sktadowej sity ciezkosci.

Ad 2)
Zasada rownowaznosci energii kinetycznej i pracy ma postac
E,—E, =L,

Energia kinetyczna uktadu w potozeniu poczatkowym (spoczynek) £, = 0. Energia
kinetyczna uktadu w potozeniu po czasie ¢, wynosi:

Ez Z%JI(DIZ +% (J2 +J3)(D§ +%J4(D§ +%mv12,

gdzie: ®;, ®,, 3 sq wartosciami predkosci katowych watow I, 11, III (rys. 3.4.1b).
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Rys. 3.4.1b

Z réwnosci wartosci predkosci liniowych na obwodzie kot zebatych oraz z rowno-
sci wartos$ci predkosci v; i predkosci na obwodzie ko6t linowych otrzymuje si¢ zalezno-
$ci kinematyczne:

(Dlrl:(,)zrz, 0)2r3:\/1, 0)37”42\/1.

Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci we wzorze na energi¢ kinetyczna E,, otrzy-
mano:

1 : G
Ey=—0o J{r_z] +Jy+ 20 +—1 V2.
2
2r n g

Oznaczajac przemieszczenie liniowe pojemnika przez s, i przemieszczenie kato-
we walu I przez ¢,, obliczono prace sit zewnetrznych dziatajacych na uktad:

ol Sy
Ly, [Mdo— [ (Gsinou+T)ds,
0 0
gdzie T=uN=uGcosa.
Przyjmujac identyczne warunki jak w przypadku 1) otrzymuje si¢:
L, , =M@, — G(sino + L cos at)s;.
Korzystajac z zaleznosci kinematycznych:

P17 = @Porp, Py =84

. . r r . r
OtrZymuJe S1€ (pl =—855=—5 1 prace L172 rowna
}’1}’3 nr

Li_,= [Mr—2 — G(sin o+ cos a)]sl.
nr
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Z warunkow rozruchu (ruch jednostajnie przyspieszony) wynika, ze

at12 _ Vltl

V= at1 i S1=
2 2

Podstawiajac obliczone wartosci E,, E,, L, , (z uwzglednieniem s,) do zasady
rownowartosci energii kinetycznej i pracy uzyskuje si¢ szukang warto$§¢ momentu na-
pedowego

2
2 r G v .
M="1\|J| 2|+, +27 +=r* | L+ L(ucosa+sina)G.
I 4 g h n

Ad 3)

Uktad posiada jeden stopien swobody i w zwigzku z tym ruch uktadu opisany be-
dzie jednym réwnaniem wyprowadzonym z réwnania Lagrange’a II rodzaju.
Rownania Lagrange’a Il rodzaju dla rozwazanego przypadku (ruch nie zachodzi

w polu potencjalnym ze wzgledu na wystepujacq sit¢ tarcia 7 1 niezalezny od pola
potencjalnego moment napgdowy) maja postaé

d (JdE\ OE
z[g]‘—%

gdzie s jest wspoirzedna uogélniona odpowiadajaca przemieszczeniu s, pojemnika,
a § uogdlniong predkoscia rowna wartosci predkosci y pojemnika, przy czym § =7j.
Obliczajac energi¢ kinetyczna jak w przypadku 2), otrzymuje si¢

2
E= 2] 4, +20+9 0252,
2r n g

a nastgpnie:

®_,
Os

2
a—€=L2 Jq 2 +J2+2J+—7’2 52,
s 7 n g

2
i(a—E)ziz Jl{r_zJ 20+ 82 s
g
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Praca przygotowana dL na odpowiednich przesunig¢ciach przygotowanych (rys.
3.4.1b) wynosi:
OL = M3 — (Gsina + T)ds,
gdzie T=uUN = uGceosa.
Z analogicznych zaleznosci kinematycznych jak w przypadku 2) otrzymuje si¢ za-
leznos¢

Sp="28s.
nr
Uwzgledniajac powyzsze, wyznaczono site uogdlniona Q, z zaleznosci
oL .
0, =—=Mr—2—G(s1n0c+ucosoc)
ds nr

Po podstawieniu obliczonych wielkosci do réwnan Lagrange’a otrzymuje si¢

2
1 . .
- Ji n .|_‘]2+2J+§r2 s:Mr—z—G(smocﬂ.Lcosoc),
r i g nr

skad _ -

2
M=—|J n +J +2J+£r2 §9'+ﬂ sin o, + wcos a)G.
1 2 un
n g )

Uwzgledniajac, ze § = a, oraz przyjmujac warunki rozruchu jak poprzednio, obli-
czono wartos¢ momentu napedowego

2
m="1]y2 .|.J2+2J+§r2 M4 (Sinoc+ peos @) G.
rr g h n

ZADANIE 3.4.2

Na rysunku 3.4.2 pokazano schemat recznego przesiewacza wstrzasowego. Dane
sq promienie 7 i R, mimos$rod e = 0,4 = 0;B, dlugos¢ korby O, K = /, momenty bezwtad-
nosci wzgledem osi obrotu J; i.J,, masa sita m. Zakladajac stala warto$¢ sity P,obliczy¢
predkos¢ sita w najwyzszym potozeniu, jezeli dla = 0 ¢ = 0. Mase preta O3B pominag.
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Rozwigzanie
Zadanie rozwiazano trzema sposobami, wykorzystujac:

1) réwnania dynamiczne ruchu postgpowego i obrotowego,
2) zasadg¢ rOwnowartosci energii kinetycznej i pracy,
3) réwnania Lagrange’a Il rodzaju.

Ad1)

Po oswobodzeniu od wi¢zow i przylozeniu sit reakcji otrzymuje si¢ uktad jak na
rysunku 3.4.2a.

Ze wzgledu na to, ze pret O;B jest bezmasowy i nieobciazony sitami czynnymi
oraz jest zamocowany przegubowo, traktuje si¢ go jak ci¢gno i dla tego sila R, dziala
wzdhuz osi preta. Sita oddzialywania zgbow przektadni roztozona jest na dwie sktado-
we: obwodowa F, i promieniowa F,. Sil¢ R, o nieznanej prostej dzialania zastapiono
dwiema sktadowymi R, i R Ay

Roéwnania dynamiczne ruchu bryt majq postac:

— dla kota napgdowego

J181=PZ—FOV (1)

— dla kota napg¢dzanego rynng

J282=F0R—e(RAyCOS(p+RAxsin(p) (2)
— dla sita:
ma,=Rgcos®—R,, 3)

ma,=Rpsin@ + R, — G

Rys. 3.4.2a
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Ruch sita jest ruchem postgpowym krzywoliniowym (punkty sita poruszaja si¢ po
okregach niewspotsrodkowych) i dlatego

_A :C_ZB:C_ZC:C_ZT +C_Zn.

Rzuty przyspieszenia srodka masy sita wynosza:

a, =—a;sin@—a, cosQ,

. “)
a,=a;cosQ—a,sinQ.
Uwzgledniajac, ze G = mg oraz zaleznosci kinematyczne:
r 82 .
—=—= 1 a,=¢ye
R ¢ T
z réwnan (1), (2), (3), (4) otrzymuje si¢:
2
R R
[Jz + J{—J + me2]£2 = Pl—— mgecos Q.
r r
2
. R .
Podstawiajac J, +J;| — | +me*=J,ie, = do, _dw, do _ dw, -®,, otrzy-
r dt do dt do

muje si¢ po rozdzieleniu zmiennych réwnanie rézniczkowe

1 R
W,dw, =— Pl— —mgecos @ |do.
JO r

Uwzgledniajac warunki poczatkowe ruchu: 1=0, =0, p=w, =0, z powyzsze-

go rownania obliczono wartos¢ predkosci katowej @', w najwyzszym potozeniu sita, tj.
i
dla p=—
¢ 2

Uwaga. Prostsza posta¢ dynamicznych rownan ruchu uzyska¢ mozna, rozktadajac
sif¢ R, na sktadowa styczna i normalna.
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Ad 2)
Korzystajac z zasady rownowartos$ci energii kinetycznej i pracy
Ey—E; =Ly,

i przyjmujac spoczynkowe potozenie poczatkowe uktadu, tj. £, = 0, otrzymuje si¢
Ez = Ll*Z' . _
Prace wykonuje tylko sita cigzkosci G sita oraz sita P (rys. 3.4.2b), czyli

oy N
L, =| Pldo— [ Gdy,
0 0

gdzie:
o — wspotrzedna katowa korby O, K,
y — wspohrzedna pionowa punktu 4 (lub B),

G = mg.
VB B
0;/ Jy_
K

SN
o~y

Rys. 3.4.2b

Uwzgledniajac, ze o = @R, skad o= £(p, otrzymuje si¢
r
Ll R N1
Liy = | PI=do— [ mgdy,
o T 0

gdzie: @, =§, 1 = e odpowiada najwyzszemu potozeniu sita

i po scatkowaniu

R
Li_,= Pl—E —mge.
r 2

Energia kinetyczna uktadu w najwyzszym polozeniu sita wynosi
1, o 1, 5 1 5
Ey=—Ji00{ +=J,05 +—mv~,

2 =50 TS0 T

gdzie v=v,=vp=vc= e
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Uwzgledniajac powyzsze, oraz ze ®,7 = ®,R, otrzymano

2
Ezzl Jl £ +J2+m€2 (D%zlJo(D%,
2 r 2

a naste¢pnie podstawiajac L,_, 1 £, do zasady rownowartosci energii kinetycznej i pracy,
obliczono predko$¢ w najwyzszym potozeniu sita

Ad 3)

W rozpatrywanym przypadku rownanie Lagrange’a II rodzaju (ruch nie jest w polu
potencjalnym) ma postac

d(OJE) OE
S 5= 0,
dit\ 0p | do
gdzie ¢ przyjeto jako wspoirzedna uogdlniona, jak na rysunku 3.4.2b, na ktérym za-

znaczono takze przesunigcia przygotowane. Prace przygotowang zapisano:
OL = PIdaL + Gdc cos (180 — o) = PIdaL — Goc cos .
Przesunigcia przygotowane spetniaja (analogicznie do predkosci) zaleznosci:
R
da = 78(p, dc = ed

1 wOwczas praca przygotowana jest rowna
IR
OL=| P——Gecos @ [0p, G =mg,
r

a stad sita uogdlniona

&

Q&p

R
= P— —mgecos Q.
r

Energia kinetyczna

2
1 R 2l o 1. ., . 0E oE . d|(0E ..
E==|J|= | 7, +me? |} ==J, Z o0, E=U00, S = =000
2[ l[rJ 2 me] 275 0P 1 20 % 0®P at| 96 0®
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Roéwnanie rézniczkowe ruchu wynikajace z réwnania Lagrange’a II rodzaju ma
zatem postac

.. IR
Jo®=P——mgecos Q.
r

Rozwiazujac powyzsze rownanie identycznie jak w przypadku (1), otrzymuje si¢
predkos¢ m,, a nastgpnie predkos¢ v sita w géornym potozeniu

ZADANIE 3.4.3

Wyznaczy¢ przyspieszenie katowe €, bebna napedowego podajnika tasmowego
napedzanego statym momentem M,, jezeli rozruch urzadzenia trwa do chwili, w ktorej
przemieszczany przedmiot o cigzarze G znajduje si¢ poza pierwszg rolka 4 (rys. 3.4.3).
Dane sa momenty bezwtadnosci wzgledem osi obrotu J, bebna napedowego i zwrotne-
go, J — rolek podtrzymujacych tasme, promienie R bebndw i 7 rolek oraz kat o.. Pomi-
nac elastycznos¢ tasmy 1 jej mase.

Rys. 3.4.3

Rozwiazanie

Transportowanie przedmiotu odbywa si¢ na skutek braku poslizgu pomigdzy ta-
$ma podajnika i przemieszczanym przedmiotem, tak ze porusza si¢ on razem z tasma.
Brak poSlizgu oznacza, ze sila tarcia T pomiedzy tasmg i przedmiotem jest sila tarcia
nierozwinigetego. Wzajemne oddziatywanie pomigdzy tymi elementami uktadu pokaza-
no na rysunku 3.4.3a.

Rys. 3.4.3a
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W dalszej analizie pominigto odksztalcenie tasmy spowodowane sitg N”. Uktad
podajnika po podzieleniu na poszczeg6lne bryty i po przylozeniu sit wzajemnego od-
dziatywania pokazano na rysunku 3.4.3b.

R ‘2

£0
Gsin® A@’ \
En W ©2 @
Mo

w

Rys. 3.4.3b

Roéwnania dynamiczne ruchu dla poszczegdlnych bryt maja postac:
Jogg =My +SR—SR=My+ (S-SR,
Joe; =S4R—SR=(S; - S')R,
Jo&, =Sy —S,r = (8] =S, )r,
Jogy =85 = Syr = (S5 = S3)r,

ma=S5—-S,-Gsino,

przy czym §=S5", S, =81, §, =83, 85 =835, Sy = 54,G = mg.

Ze wzgledu na rownos¢ promieni R bebndéw oraz r rolek zachodzi
g)=E1€ =&, =§,

a ponadto a = er = g;R.

Uwzgledniajac powyzsze, z rownan dynamicznych otrzymuje si¢ przyspieszenie
katowe bgbna napedowego

—GRsino

€y =

RV '
2Jy + ZJ(J +mR?
r
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Dla drugiego etapu ruchu, gdy transportowana masa znajduje si¢ poza rolka 4
(rys. 3.4.3c), rownania ruchu maja postac:

Jogg =My +(S—S))R,
J083 = (S:|_ _S)R,

JEZ(SI _Sz)r,
JEZ(S?, _S4)I",
ma, =S2 —S3.

2 8 5msS; 5,5 8 .

s 3 3| *I 2 D2 V71 1 \ho

g R -~ o %0
Rys. 3.4.3¢

Uwzgledniajac, ze a; = er = 4R, z rownan ruchu otrzymuje si¢

M,

€y = > .
R 2
2Jy+2J [r) +mR

W tym przypadku przyspieszenie katowe jest wigksze niz w pierwszym etapie ru-
chu, gdyz przy tym samym momencie M, obcigzenie sitami jest mniejsze o sktadowa
Gsino. W nastgpnym etapie ruchu, tj. gdy masa znajduje si¢ pomigdzy bebnem napedo-
wym i rolka B, przyspieszenie €, bedzie identyczne jak w drugim etapie, natomiast
zmianie ulegng sily napigcia w tasmie, na odcinku do rolki B. Jako szczeg6lny, rozpa-
trzono przypadek, gdy masa przechodzi przez rolk¢ A4, zaktadajac, ze docisk masy do
tasmy jest wystarczajaco duzy, aby masa nie zostata odrzucona i aby nie nastapit poslizg
po tasmie. W tej fazie wykonuje ona ruch po okrggu dookota osi rolki (masg traktujemy
jak punkt materialny ze wzgledu na jej mate wymiary). Stosujac np. zasad¢ d’Alamberta
uzyskuje si¢ warunek, ktéry gwarantuje nieodrywanie si¢ masy od tasmy na rolce,

gcosa

tzn. predkos¢ katowa na tej rolce < , gdzie r; jest odlegtoscia punktu o ma-

n
sie m od osi rolki. Dla tego etapu ruchu pokazano schemat obliczeniowy na rysun-
ku 3.4.3d, gdzie przez ¢ oznaczono kat obrotu rolki 4. Przyj¢to odlegto§¢ masy m od osi
rolki rdwna jej promieniowi . Zmiang¢ potozenia masy na rolce okresla kat ¢, 0 <@ < a.
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Rys. 3.4.3d

Réwnania dynamiczne ruchu w przedziale 0 < ¢ < oo majg postaé:
Jogo =My + (S-SR,
Jogo = (S; —S)R,
Je=(S,-8,)r,
Jie=(S, =83 )r - Grsin(o.— @),
przy czym J, = J + mr?.

Uwzgledniajac, ze €gR =¢€r, €=, oraz przyjmujac ¢ jako mate w przedziale
[0, o], z czego wynika, ze sing = @, cos® = 1, otrzymuje si¢ rOwnanie rézniczkowe
ruchu w postaci

¢—po=k,
gdzie:
. GR*rcos @ __rR(My-GRsino)
2Jor% +(2J +mr?)R* 2Jor2 +(2J + mr?)R?

Rozwiazujac powyzsze réwnanie rézniczkowe przy warunkach poczatkowych
©(0) =0, ¢(0) = »;, otrzymuje si¢

(p:%k(e\/z +e—\/?)+%w1\/;(e\/ﬁ —e_*/; )

|
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Predkos¢ katowa o, jest predkoscia koncowa pierwszego etapu ruchu (do rolki 4)
1 poczatkowa predkoscia ruchu na rolce 4. Wykres zmian przyspieszenia katowego €
i predkosci katowej w, bebna napedowego pokazano na rysunku 3.4.3e. Obliczono od-
powiednie wielkosci zgodnie ze wzorami:

£y = q‘% dla przedziatu [0, T], @y, =, %, Wy, = ('p(r)%.

Czas t; odpowiada chwili wejscia masy m na rolk¢ 4, ¢, odpowiada chwili zejscia
z rolki A, a czas #; chwili przejscia do ruchu ustalonego.

ZADANIE 3.4.4

Celem rozwinigcia kabla ze szpuli przytozono do szpuli site P (rys. 3.4.4). Zakla-
dajac, ze szpula toczy si¢ bez poSlizgu oraz, ze sita P jest stale pozioma, wyznaczy¢
wartos¢ predkosci v, srodka O szpuli po czasie t =1

Rys. 3.4.4

Dane:
R, r — promienie tarczy i bebna szpuli,

o. — kat pochylenia zbocza,

G — cigzar szpuli,

Jy — moment bezwladnosci szpuli wzgledem osi O.
Masg kabla pomingé. W potozeniu poczatkowym szpula byta w spoczynku. Opor

toczenia pomingg.

Rozwiazanie
Zadanie rozwigzano czterema sposobami korzystajac z:
1) zasady kretu,
2) dynamicznych roéwnan ruchu ptaskiego,
3) zasady rownowartosci energii kinetycznej i pracy,
4) réwnan Lagrange’a Il rodzaju.
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Ad1)

Predkos¢ v, srodka mozna wyznaczy¢, rozpatrujac ruch ptaski, jakim porusza sig
szpula, jako ruch wzgledem chwilowego $rodka obrotu. Ze wzgledu na toczenie bez
poslizgu chwilowy $rodek obrotu znajduje si¢ w punkcie C. Zasada krgtu w tym przy-
padku ma postac

dKe

7 Mc (1)

gdzie:
K- — wartos¢ kretu w chwili ¢ szpuli wzgledem punktu C,

n
Mc =) M- — algebraiczna suma momentow wszystkich sit wzgledem punktu C.
i=1
Kret K, ¢ obliczy¢ mozna, korzystajac z zaleznosci migdzy kretem I?C wzgledem
punktu C a kretem K, wzgledem $rodka masy O

I?C 21?0 +}70><M\70,

gdzie:
7y — promien wodzacy Srodka O wzgledem punktu C,
Mvy — ped szpuli (ped srodka masy).

Wektory K, o 179X Mvy saréownolegle i o tych samych zwrotach, wigc warto$¢ kre-
tu K- wynosi

KC = KO +r0MVO Sin(}’_'o,/\\_)o),

przy czym K, =Jy0, vy = 0F) = OR, (70, \70)= E, M= g, gdzie w jest predkoscia ka-
towa szpuli. 2

Podstawiajac powyzsze otrzymuje si¢

Suma algebraiczna momentdéw sit wzgledem punktu C wynosi (rys. 3.4.4a):
M= Pd, - GRsino.= P (Rcosa. + r) — GRsinq,

Catkujac rownanie (1) w przedziale czasu [0, 1], otrzymuje si¢

Kc(D)-Kc(0)= [Mdt.
0
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Poniewaz K ~(0) = 0 (w chwili poczatkowej szpula byta w spoczynku) i M= const,
wige
i

(‘%0 +£R]"o =[P(Rcos o+ r)— GR sinal]x,
g

stad szukana wartos$¢ predkosci wynosi
_ P(Rcoso.+r)—GRsino

v = Rgt
Jog +GR?

Uwaga. Kret wzgledem punktu C mozna policzy¢ z zaleznosci K- = J-®. Mo-
ment bezwtadnosci szpuli wzgledem punktu C wyznacza si¢ na podstawie twierdzenia
Steinera J- = J, + MR* i wowczas

Jo

Kc= (JO + MRZ)LO:[?+§RJVO.

Wynik ten jest identyczny jak uzyskany poprzednio.

B
j ¢
r
0t -+dy
v
G- A}
c
_(l

Rys. 3.4.4a Rys. 3.4.4b

Ad2)

Przyjmujac uklad odniesienia jak na rysunku 3.4.4b oraz uwalniajac szpulg od
wigzow, otrzymuje si¢ nastepujace rownania ruchu plaskiego szpuli:

g)'c':PcosowT—Gsinoc,

%y = N—Geoso— Psino,
Joe=Pr—TR,

gdzie: X¥=aqay, y=0.
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Sita T jest sifa tarcia nierozwinigtego i w zwiazku z tym nie mozna skorzystaé
z zaleznosci Coulomba 7 = UN, czyli nalezy ja traktowaé jako sit¢ nieznana.

Uwzgledniajac, ze ay = €R i rugujac sile tarcia z pierwszego i trzeciego rownania,
otrzymuje sig¢:

P(r+ Rcosa)— GRsin o R
Jog +GR?

ag =

Po scatkowaniu otrzymuje si¢ wartos¢ predkosci w zaleznosci od czasu. Przyjmu-
jac v(0) = 0 wartos¢ predkosci srodka szpuli w chwili T wynosi

P(r+ Rcoso))— GRsin o, R

Vo =
Jog + GR?

Ad 3)

. Praca sit przytozonych do szpuli w rqchu plaskim jest rowna L, , =L, + L, gdzie L,
Jest praca w postgpowym ruchu unoszenia, L, praca w obrotowym ruchu wzglednym:

L,=(Pcoso+ T—Gsinoys,
=Pr-TR)o, s=1s(2).

Energia kinetyczna w chwili poczatkowej £, = 0, a w chwili ¢

E, =§§v§(t>+ Jow (t)——(g ;" }o 0.

Z zasady rownowartosci energii kinetycznej i pracy E, — E| = L,_, otrzymuje si¢

E(%;_OJ g(t)=[P(r+Rcosoc)—GRsina]% ®)

a po zroézniczkowaniu

(: ;OJ vy () dvo(t) [P(r+Rcos(x) GRsin oc]lle dit),

gdzie: M=ao, ds®) _
dt dt

=vo (1),
czyli

(§+ﬁ}10 = [P(r + R cos o) — GRsin o— !
g R R
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lub
_ P(r+ Rcoso)— GRsin o,

apg =
Jog +GR?

gR.

Otrzymuje si¢ wiec identyczne roéwnanie rézniczkowe jak w przypadku 2).
Po scatkowaniu otrzymano wartos¢ predkosci
Vo = P(r+ Rcoso)— (z?Rsinoc Rt
Jog +GR

Uwaga. Ruch srodka szpuli jest w tym przypadku jednostajnie przyspieszony i mozna,
nie roézniczkujac rownania (2) wykorzysta¢ zalezno$¢ pomiedzy predkoscia a prze-
mieszczeniem vy = ./2ags. Z rownania (2) otrzyma si¢ wowczas zaleznos¢ na przy-
spieszenie a.

Ad 4)

Ruch szpuli zachodzi w polu niepotencjalnym. W rozpatrywanym przypadku row-
nanie Lagrange’a Il rodzaju ma posta¢

d (0E\ OE
z[g]‘——@'

Jako wspotrzedng uogolniong przyjeto wspotrzedna naturalng s (rys. 3.4.4c¢)

Rys. 3.4.4¢

Sit¢ uogolniona wyznaczono z pracy przygotowanej dL = Q. ds, gdzie s jest prze-
suni¢ciem przygotowanym odpowiadajacym wspotrzednej s. Przesuniecie przygotowa-
ne punktu przytozenia sity P oznaczono przez §,, za$ sity G przez §, = §,. Przesunigcie
przygotowane jest proporcjonalne do predkosci mozliwej danego punktu i posiada jej
kierunek i zwrot. Predkosci v;, i v, okreslono wzgledem chwilowego srodka obrotu C.
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Praca przygotowana jest rowna
OL = Pd,cosf} — GY,sina.

Sita tarcia 7 nie wykonuje pracy, poniewaz toczenie szpuli zachodzi bez poSli-
zgu. Obliczajac

_KO+OCcoso. _r+Rcoso

cosf
KC KC
oraz uwzgledniajac, ze Yo _ Yk z czego wynika zalezno$¢
gle ]acC, oc _KC’ g0 Wy
3 _ 9
—~=—— (§;=A-v,, 8, =A-v,, A=const),
0C - KC (0 e 02 0 )

otrzymuje sig¢:

oL = P(% +cos OCJSZ -Go,sina, O, =0s
i sifa uogodlniona wynosi

O, = P(%+ cos oc)— GsinoL.

Energia kinetyczna jest rowna sumie energii kinetycznej w ruchu postgpowym
i obrotowym:

2
1 Jo ). .
E=%£v§+%]00)2=lgv§+lJo VO Z—(g'i'_OJSZ, SZVO.

278 2|g R
Obliczajac

a2, S = 2t s, Z =0,
os g R? dt | 0s g R? Os

z robwnan Lagrange’a Il rodzaju otrzymuje si¢
Jo .. .
£+—g s =P L+cosoc —Gsina,
g R R

1 przyspieszenie srodka szpuli wynosi

. P(r+Rcos(x)—GRsin0c
ag =5y = 3 gR.
Jog + GR
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Postepujac identycznie jak w poprzednich przypadkach, obliczono predkos¢ srod-
ka O

P(r+ Rcoso)— GRsin o, R
Jog +GR?

Vo =

We wszystkich zastosowanych w zadaniu metodach rozwiazania stopien trudnosci
jest porownywalny, przy czym w przypadku 4), ze wzgledu na pracochtonnos¢, pewna
trudno$¢ sprawia wyznaczenie sity uogolnione;.

ZADANIE 3.4.5

Za pomocg r¢cznego kotowrotu po powierzchni poziomej przetaczana jest bez po-
slizgu szpula (rys. 3.4.5). Wyznaczy¢ przyspieszenie katowe kotowrotu, jezeli prosto-
padle do korby przylozono site P o stalej wartosci.

Rys. 3.4.5

Dane:
J; — moment bezwtadnosci szpuli wzgledem osi kotowrotu,
Jy — moment bezwtadnosci szpuli wzgledem osi O,
my — masa szpuli,
d — $rednica bgbna kotowrotu,
r — rami¢ bezmasowej korby kotowrotu,
rg, R — promienie szpuli.

Rozwiazanie
Zadanie rozwigzano dwiema metodami, wykorzystujac:

1) rownania dynamiczne ruchu obrotowego i ptaskiego,
2) réwnania Lagrange’a Il rodzaju.
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Rys. 3.4.5a

Ad1)

Metodg t¢ zastosowano dla dwdch przypadkow toczenia szpuli: z pominigciem
oporu toczenia i z uwzglednieniem oporu toczenia. W przypadku pierwszym, po oswo-
bodzeniu od wiezéw otrzymano dwa poduktady jak na rysunku 3.4.5a (reakcje na osi
kotowrotu nie sa tu istotne).

Réwnania dynamiczne ruchu maja postac:

— dla kotowrotu

J1£ =Pr— Si 9
2
— dla szpuli
Jo€y =Sy — TR — T,R,
moay=3S"+ T, + T,
gdzie:
ay— przyspieszenie katowe kotowrotu,

€, — przyspieszenie katowe szpuli,
€ — przyspieszenie katowe kolowrotu,

S'=38.
Podstawiajac T + T, = T jako sumaryczng sif¢ tarcia nierozwinigtego, otrzymuje si¢:
Jie=Pr-S 4 (1)
2
J080=S7’0_TR (2)
moyagy = S+T (3)

Réwnania dodatkowe otrzymuje sig¢, uwzgledniajac zaleznosci kinematyczne:
d
szzso(R +7y) )

ag = SoR. (5)
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Zaleznos¢ (4) uzyska¢ mozna, ré6zniczkujac warto$¢ predkosci v = mi =y (R+ ’”0)
(tys. 3.4.5b). 2

£0
K

S
oL \ ag

R N B

G- N \ T A
TTTTTIT77777 TTTTTTTTT7 77 SNZZNN 7777 v iia —t
¢ f
|
Rys. 3.4.5b Rys. 3.4.5¢

Rozwiazujac uktad réwnan (1), (2), (3), (4), (5), otrzymuje si¢ przyspieszenie ka-
towe kotowrotu

.o 4Pr(R + 1)?
4T,(R+ 1) +(Jo +mgR?)d>

Dla przypadku z uwzglednieniem oporu toczenia rozktad sit przylozonych do
szpuli pokazano na rysunku 3.4.5c, gdzie f jest ramieniem oporu toczenia. Rownanie
dynamiczne ruchu szpuli ma postac¢

Jo€o = Sro— TR\— Nf 2"
myag=S+T 3"

przy czym N= G =mg, R, = R — A = R (mozna przyjaé¢ A = 0 ze wzgledu na bardzo male
odksztatcenie podtoza w stosunku do wymiaréow szpuli).

Rownanie dynamiczne ruchu kotowrotu ma identyczng posta¢ jak w poprzednim
przypadku (rownanie (1)).

Rozwiazujac uktad (1), (2"), (3") z uwzglednieniem zaleznos$ci kinematycznych,
otrzymuje si¢

o JAPR(R+ 1) —2mygfd (ry + R)
4T (R + 1) +(Jg +mgR?)d>

Dla przypadku pominigcia oporu toczenia, tzn. podstawiajac /= 0, otrzymuje si¢
identyczny wzor jak poprzednio. Opdr toczenia przedstawi¢ mozna sita charakteryzujaca

go o wartosci Q=N n = GE =my gE, przytozong do szpuli w punkcie O ze zwro-

tem przeciwnym do predkosci v,. Taki sposob uwzglednienia sity oporu toczenia po-
kazany bedzie w przypadku zastosowania rownan Lagrange’a Il rodzaju.
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Ad 2)

Roéwnanie Lagrange’a II rodzaju ma postac
d(JE ) OE
A 5= 0,
dit\ 0p | do

gdzie ¢ jest wspoirzedna katowa obrotu bgbna kotowrotu.

Energia kinetyczna jest suma energii w ruchu obrotowym kotowrotu i w ruchu
ptaskim szpuli

E= lJlo)2 +%m0v§ +%J00)%,
gdzie:
o=¢ — warto$¢ predkosci katowej kotowrotu,
o, — wartos$¢ predkosci katowej szpuli,
vy — wartos¢ predkosci osi O szpuli.
Za wspoélrzedna uogdlniong przyjeto wspodtrzedng katowa @. Poniewaz:

d . d
(Dozo) :(p ,
2(ry+R) 2(ry +R)
) R
V0=0)0R=(Pd—:
2(ry+R)
wige
1 ., 1 2R2 5, 1 N
E=—J1(Pz+—m0d—2 2+—J0d—2 P=og¢,
2 2 4(ry+R) 2 4(rp+R) 2
gdzie
d? 2
JZ=J1+—2(m0R +J0).
4(ry +R)

Odpowiednie pochodne sa roéwne:
a_EZO’ a_E-‘:Jz('pﬂ i a_E =JZ('[').
op 0P dt | 09

Na rysunku 3.4.5d pokazano sity zewnetrzne ukfadu (bez uwzglednienia oporu
toczenia) oraz przesunigcia przygotowane ds i 9. 5L
Praca przygotowana jest rtowna 8L = Prd@ i sita uogoélniona Oy = S0 =Pr (wtym
¢

przypadku sita uogo6lniona ma wymiar momentu sity). Po podstawieniu obliczonych
wielkosci do rownan Lagrange’a otrzymuje si¢ przyspieszenie katowe kotowrotu

L 4Pr(R+r02)
€=6= 2 2\ 27
4J1(R+ }"0) +(J0+m0R )d
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7777777777777

Rys. 3.4.5d

W przypadku uwzglednienia oporu toczenia sit¢ oporu toczenia Qy =N E:
6L g
R

=my g; przytozono do osi O szpuli ze zwrotem przeciwnym do zwrotu predko-

$ci osi (rys. 3.4.5e).

? K
N
'i
T
- 7T 7T 7T
N
Rys. 3.4.5¢

Praca przygotowana w takim przypadku wynosi

Rd

8L = Prog—Qy0s = [Pr ) 2(r—+R)]6(p =000
0

gdzie Oy = mog%.
Podstawiajac obliczong sit¢ uogodlniona Q('p do réwnan Lagrange’a II rodzaju,

otrzymuje si¢ przyspieszenie katowe kotowrotu

. 4Pr(R+ry)* —2mygfd (ry + R)

€= 2 N
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ZADANIE 3.4.6

Bryla I o cigzarze O, =200 N, porusza-
jac sie wzdtuz rowni o kacie oo = 60°, wpra-
wia w ruch bryle II stanowigca podwojny
beben o cigzarze O, = 300 N. Na bryle I
dziata pionowa sita o wartosci P = 600 N
(rys. 3.4.6). Obliczy¢ predkos¢ v, bryly I po
przebyciu drogi / = 1 m, majac dane: pro-
mien bezwtadnosci bryty I p = 10 cm,
r =20 cm, R = 30 cm, wspodtczynnik tarcia
slizgowego po rowni p = 0,1. Masg krazka
kierujacego pominaé, bryly potaczone sa
bezmasowymi i nierozciagliwymi linkami.
Przyspieszenie ziemskie g = 10 m/s”.

Rozwigzanie

Zadanie rozwigzano czterema metodami, stosujac:

1) zasade¢ pedu i zasadg kretu,

2) zasadg rOwnowartosci energii kinetycznej i pracy,

3) réwnania Lagrange’a Il rodzaju,

4) dynamiczne roéwnania ruchu postgpowego i plaskiego.

Ad1)

Po oswobodzeniu bryt od wigzoéw i przyltozeniu sit reakcji otrzymano dwa uktady,
jak na rysunku 3.4.6a. Pomini¢to reakcj¢ na krazku, gdyz nie wplywa ona na obliczenia.
Bryta I porusza si¢ ruchem postgpowym, bryta II ruchem ptaskim. Oznaczajac masy
bryt odpowiednio przez m, i m, oraz predkos¢ dowolnego punktu bryly I (ruch postgpowy)

Rys. 3.4.6a
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przez v i predkos¢ srodka masy bryty II przez v, z zasady pedu otrzymuje si¢, po
zrzutowaniu na osi przyjetego uktadu odniesienia dla bryty I, rownania:

%(mlvx)z(P+Q) sina—S8, -7,

%(mlvy)z N—(P+Q)cosa,
dla bryty II za$ stosujac zasade pedu i zasade kretu (ruch ptlaski bryly II jest ruchem
ztozonym z postepowego ruchu unoszenia i obrotowego ruchu wzglednego), otrzymuje si¢:

d , ,

—(myvy)=87+5,-0,, S/=85,

dt

dK ,

dt
Uwzgledniajac, ze bryfa I nie odrywa si¢ od podtoza podczas ruchu, tzn. v, = 0,

v, = v, oraz ze sita tarcia 7= WV, po prostych przeksztalceniach uzyskuje si¢ nastgpuja-
cy uktad réwnan:

= Sl'r - S2R

%(mlv)z (P+Q)(sino.—pcosar)— S,

d

E(mZVA)z‘Sl_SZ_QZ (D
dK

TtA = Sli" - SzR

Kret bryly II wzgledem prostej przechodzacej przez $rodek masy 4 wynosi
K, =J, - ®, amoment bezwladnosci wzgledem tej prostej J, = mzp2 =%p2 . Pred-
ko$¢ v, uzalezni¢ mozna od predkosci vy, wykorzystujac chwilowy $rodek obrotu £
(rys. 3.4.6b), tzn.:

Vg v
R+r R+vr
i 2
R

vy =0R, ®=

Vyg="V

Uwzgledniajac powyzsze w rownaniach (1), po wyrugowaniu sit S, 1 S,, otrzymuje
si¢ rownanie rozniczkowe

R?+p? | dv R
dt R+r

l'ml+m2 3 —=(P+ Q) (sina—pcosa) — 0,
(R+7)
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Podstawiajac: my =%, n, _D
(P+ Q) (sino—pcos o) (R+ r)> = O, R(R+ ) _
Ol(R+1? +0y(R+ 1)

A= const,

otrzymuje si¢ po scatkowaniu:
v=At+ Cl .

xzéAtz +Cyt+Cy.

State catkowania obliczono, korzystajac z warunkow poczatkowych ruchu, tj. =0,
v=0,x=0,awigc C; =C,=0.

Oznaczajac przez t| czas przebycia drogi /, otrzymuje si¢ ¢, = \/2—7 1vy=v(t) =
=At, = V24 , a po podstawieniu danych liczbowych v, = 6,2 m/s. 4

(Smax= 1)

Rys. 3.4.6b Rys. 3.4.6¢

Ad2)

Poczatkowa energia kinetyczna uktadu £, = 0, energia za$ koncowa (po przebyciu
przez bryte I drogi /)

I 51 2 1 2
Ey=—myvy +—mHvy+—J ;0.
A N
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Obliczajac podobnie jak w przypadku (1)

R V]
, W=
R+r R+r

Va=W

oraz podstawiajac

Jy =m2p2 —&Pz, m =%
otrzymano
+
Ey= o +Q2 P’ vi.
g (R—r)

Po oswobodzeniu od wigzdw i przytozeniu sil reakcji otrzymano uktad jak na ry-
sunku 3.4.6¢, gdzie przez [, oznaczono przemieszczenie punktu 4 odpowiadajace prze-
mieszczeniu / bryly L.

Prace wykonuja tylko sity: P, Q, Ti Qz. Wynosi ona:

= (PSIHOL + Ql SiIlOL — T)l— QZIA

Zwiazek pomigdzy /i [, uzyskuje si¢ po scalkowaniu spelnionej w kazdej chwili
czasu zaleznos$ci (2) (przypadek (1)), otrzymujac

R
R+r

L.

IAZ

Obliczajac 7' = WN = (P + QO))cosa oraz korzystajac z zasady rownowartosci
energii i pracy E, — E; = L,_,, otrzymano:

; :\/ (P+Q)(sino—pcos@)(R+ 1) ~QaR(R+1).
Ql(R"'V) +Or(R+71)

a po podstawieniu danych liczbowych v; = 6,2 m/s.

Ad 3)

Uktad ma jeden stopien swobody. Obierajac wspotrzedng s okreslajaca przemie-
szczenie bryty I (rys. 3.4.6¢) jako wspotrzedna uogolniona, réwnanie Lagrange’a I ro-
dzaju mozna zapisacé:

d(9E\ OE
E[as') P
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Energia kinetyczna i jej odpowiednie pochodne maja postac:

1 R2+p2 2 . ds
E=— +Q)——=5 §=—=V
2g [Ql @2 (R+r) dt
E 1 R*+p? .
—=—|0+0,—— s
ds g[Ql e (R+r)2]
d(oE) 1 R*+p? ..
—| === 0, +0,———— |5
dt(asj g[Ql Qz(R+r)2]
E_o.
os

Praca przygotowana na odpowiednich przesunieciach przygotowanych (rys. 3.4.6¢)
Wynosi:

OL = (Psina.+ Q;sino.— T)ds — 0,0,
gdzie T=uUN = W(P + Ql)cosa.
Poniewaz przesunigcia przygotowane sg proporcjonalne do odpowiednich predko-

$ci mozliwych, wigc ds = kv, 8, = kv, i stad 3, = Ssv—"f. Obliczajac predkosé v, jak
w przypadku (1) (zaleznos¢ (2)), otrzymuje sie

R
6,=0s .
4 R+r
Praca przygotowana na przesunigciu przygotowanym Os ma postaé
. R
L= [(P + Q) (sino—pcos o) — O, 2 ]Ss =Q,0s,
+r

skad sita uogolniona Q; = (P + Q) (sino—pcoso) — 0, RR .
+r

Dokonujac odpowiednich podstawien do réwnania Lagrange’a, otrzymuje si¢

1 R*+p? |.. .
~01+0, P[5 =(P+Q)(sinoi—peoso) — 0 ——,
g (R+7) R+r
a nastgpnie
L.Y.Z(P+Q1)(s1n0c pecosa)(R+7r)" =0, R(R+ 1) 2= A=const,

O(R+ 1> +0,(R+7)
dv
dzie § = —.
B S =

Otrzymana zaleznos¢ jest identyczna z zaleznoscig uzyskana z zasady pedu i zasa-
dy kretu i dalsze obliczenia wykonuje si¢ tak samo jak w przypadku 1).
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Ad 4)

Wprowadzajac na rysunku 3.4.6a w miejsce predkosci v, v, i @ przyspieszenia
a,dy 1€, napisa¢ mozna dynamiczne réwnania ruchu bryt. Dla bryty I dynamiczne
rownanie ruchu postgpowego w przyjetym uktadzie odniesienia ma postac:

%QZ(P+Q1)SIH(X_S1_T,
0=N—-(P+ Q)cosa,
gdzie T=uN=u(P+ Q))cosq.

Roéwnania dynamiczne ruchu ptaskiego bryty Il majq postac:

%‘IA =S8+8,-0,,

Rézniczkujac zaleznos¢ (2) (przypadek (1)), wzgledem czasu, uzyskuje si¢
a4

R
a,=a , przy czym g=-—%,
AT P R

Powyzsze zwiazki otrzymaé mozna, korzystajac z rozktadu przyspieszen w punk-
cie K w ruchu plaskim bryty II (rys. 3.4.6d). Dla punktow nierozciagliwej liny a; = a;.

Y7y

Rys. 3.4.6d

W punkcie K bryty II @, jest rowny
a=ay+ap, =€R+er=e(R+r)=a,

R
R+r

1a,=a

a
skad €=
& R+r
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Po odpowiednich podstawieniach otrzymuje si¢ uktad rownan:

%az(P+ O)(sino—pcosar) — Sy,
% R+ra=Sl +S2_Q2,

2
%%a=51r—SZR.

Rozwiazujac powyzszy uktad ze wzgledu na a, otrzymuje si¢
L (P+0)(sina—pcos o) (R + "2 —O,R(R+ 1)
O(R+1)* + 0y (R+ 1)

gdzie a = %, a wigc identyczng zaleznos¢ jak w przypadku 3) i dalszy tok postgpo-
t

l

wania jest analogiczny jak w przypadku 3) lub 1).

ZADANIE 3.4.7

Lekki walec drogowy napedzany jest silnikiem poprzez przekladni¢ pasowa o pro-
mieniach kot 7| i 7, (rys. 3.4.7). Masa platformy walca wynosi m, moment bezwladno-
$ci wirnika silnika wzgledem osi obrotu wraz z kotem pasowym —J ,, ich sumaryczna
masa — m , moment bezwtadnosci wzgledem osi obrotu duzego walca z kotem paso-
wym —Jp, ich sumaryczna masa my, moment bezwladnosci wzgledem osi obrotu mate-
go walca o promieniu 7 i masie m- wynosi J.. Napgdowy moment silnika réwny jest
M, = const. Obliczy¢ przyspieszenie platformy walca drogowego, jezeli w chwili po-
czatkowej byt on w spoczynku.

V22NN LS N ZDN
Rys. 3.4.7

Rozwiazanie

Zadanie rozwigzano dwoma sposobami, wykorzystujac:
1) dynamiczne rdwnanie ruchu postepowego i ptaskiego,
2) zasadg¢ rOwnowartosci energii kinetycznej i pracy.
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Ad1)

Platforma porusza si¢ ruchem postepowym, natomiast pozostale bryty wcho-
dzace w sktad walca drogowego ruchem ptaskim. Dynamiczne réwnania ruchu
poszczegbdlnych bryl napisa¢ mozna, oswobadzajac poszczegdlne bryly od wie-
z6w 1 przyktadajac odpowiednie sity reakcji. Wirnik i stojan silnika oddziatujq na sie-
bie poprzez tozyska A osi wirnika i pole elektromagnetyczne. Pole to, wytwa-
rzane przez stojan, wirujac, dziata na wirnik para sit o momencie M. Oznaczajac
sity oddzialywania tozysk przez R, (na wirnik) i R’ (na stojan) oraz odpowie-
dnio momenty pola elektromagnetycznego przez M i My (rys. 3.4.7a), zgodnie
z 11l prawem Newtona zachodzi: R, = —Ry, My =—M g, przy czym R, =R/, M= My,

Rys. 3.4.7a

Sity R,i R/ roztozono na skladowe w przyjetym uktadzie odniesienia jak na rysun-

kach 3.4.7b 1 3.4.7¢c. Sity dziatajace na platforme, wat wirnika silnika, walec duzy i na

walec maty pokazano odpowiednio na rysunkach 3.4.7b, 3.4.7c, 3.4.7d i 3.4.7¢.
Dynamiczne rdwnania ruchu majq postac:

— dla ruchu postepowego platformy:
ma = RBx - R;Ix - RCx!
— dla ruchu plaskiego wirnika:

mya =R, —S)cosa—S, cosf,
Ji&4 =My + (S = S))r,

— dla ruchu ptaskiego duzego walca:
mga =S5 cosP+S;coso— Ry, + T,
Jpep =Syr, —Siry —TiR,

— dla ruchu ptaskiego matego walca:
mea=Re, — T,

Jeec =Tr,

gdzie: R, =R}, R, = Rp. Rev = R0y, S1 =81, 8, =85, T} 1 T, sa sitami tarcia nierozwi-
nigtego.
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7]
0
Rys. 3.4.7¢
¥ '
0 0
Rys. 3.4.7d Rys. 3.4.7¢
Uwzgledniajac zwiazki kinematyczne:
ag a ac _a
€41 =€pl, E€p=—T=—, Ec=—"=—,
AN ZEBT2, =T c= T

w rownaniach dynamicznych oraz rozwigzujac otrzymany uktad rownan, obliczy¢
mozna przyspieszenie platformy

M,-R 7
a= 0 L2
n

2 2
R
JA(}ZJ +JB+JC(},) +(mA+mB+mC+m)R2

Ad2)

Energia kinetyczna uktadu w chwili poczatkowej £, = 0. W chwili # energia kine-
tyczna jest rowna

1 > 1 5> 1. 5 1 > 1. - 1 5 1 2
Ey=—mv"+—myvy+—J, 04 +—mpvp +—Jg0p +—mcve +—J 0.
275 S MavaT 5 SO TS MpVE T oS g0 T oMV T/ cOc
Poniewaz predkosci punktow 4, B i C sa takie same jak predkosci platformy v,
wigc vy =vp=vc=V.
Ponadto vg =g R, ve=Wcr, W, 7 = 0gr,.
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Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci, otrzymuje si¢

1 » 1 1],
Ey=—|m+m +mpg+me+J,,—25+Jp—+Jc—|v°.

2 b A B C A RZI’IZ B~ » C rzw‘

W celu obliczenia pracy uktad oswobodzono od wi¢zow i przylozono sity czynne

i sily reakcji zewngtrzne jak na rysunku 3.4.7f. Sily ci¢zkosci jako prostopadte do od-

powiednich przemieszczen pracy nie wykonuja.

Rys. 3.4.7f

Sity tarcia Tj i T, oraz sily Nj i N, przytozone w punktach, ktore sa chwilowymi
srodkami obrotu, rowniez nie wykonuja pracy. Prace wykonuje jedynie moment M,
i jest ona rowna

¢
Ly =] Mydp=Mg.
0

.. . . 7
Uwzgledniajac zaleznosci 7@ = r,¢,, s = R@,, z czego wynika, ze ¢ = —ZRS, otrzy-
muje si¢ g

7
Ll—2 =M0 _2S.
n

Podstawiajac obliczone wielkosci £, E, i L,_, do zasady réwnowartosci energii
kinetycznej i pracy E, — E| = L,_,, otrzymano

) .
1 r 1 1 -
—m+mA+mB+mc+JA%+JB—2+JC—2 V2=M0—2S.
2 R rl v rlR

Rozniczkujac obustronnie powyzsza zaleznos¢ wedtug czasu, otrzymuje si¢
1] 2 1 1]
—m+mA+mB+mc+JA rz +JB—+JC— 2Vﬂ=M0r—2£,
2l R TR | dt HR dt

. dv
dzie: —=a, —=v,
£ dt
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1 ostatecznie przyspieszenie platformy w postaci
MO -R r

B r 2 R 2 2 i
JA 7? +JB+JC 7 +(mA+mB+mC+m)R

ZADANIE 3.4.8

W mechanizmie planetarnym jak na rysunku 3.4.8 dane sa: promien kota nierucho-
mego R = 0,5 m, promien kota satelitarnego » = 0,3 m, dtugos$¢ ramki O4 =1= 0,8 m,
cigzar kota satelitarnego G = 60 N, ciezar ramki Q = 40 N. Zaktadajac, ze na ramke
dziala staty moment, obliczy¢ jego warto$s¢ M, tak aby ramka OA po obrocie o kat
0= g rad uzyskata predkosc¢ katowa o, =1 s~!. Moment bezwladnosci ramki wzgledem

L2 . . 1
jej osi obrotu przechodzacej przez punkt O obliczy¢ ze wzoru J, =—mil® (m — masa
ramki), przyspieszenie ziemskie przyja¢ rowne 10 m/s’. 3

Rys. 3.4.8

Rozwiazanie

Zadanie rozwigzano trzema sposobami, wykorzystujac:
1) rownania dynamiczne ruchu obrotowego i ptaskiego,
2) zasadg¢ rOwnowartosci energii kinetycznej i pracy,

3) réwnania Lagrange’a II rodzaju.

Ad1)

Rozdzielajac uktad na czesci i przykladajac sity wzajemnego oddziatywania,
otrzymano uktad jak na rysunkach 3.4.8a i 3.4.8b, przy czym zgodnie z III prawem
Newtona R, = Ry, Ry, = —Rpp, a sily P. i P, sa sitami sktadowymi reakcji kota
nieruchomego; P. — sita promieniowa, P, — sita styczna (obwodowa).

Réwnanie dynamiczne ruchu obrotowego ramki ma postaé

Jo& =—Rgzlcos(p—R:411sin(p+M—Q%lcos(p (1)
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Rys. 3.4.8a Rys. 3.4.8b

Roéwnania dynamiczne ruchu ptaskiego kota satelitarnego maja postaé
mya . =—R 1 +P.cos@+ P, sin@
mya =Ry + B sin@— P cosp—G 2)
J & =Fr

gdzie m, 1J, — masa i moment bezwladnosci kola satelitarnego wzgledem osi w jego
srodku masy 4.

Rozktad przyspieszenia w punkcie 4 pokazano na rysunku 3.4.8c. Rugujac z ukla-
du réwnan (2) sity P, i P, otrzymuje si¢

mA(an SINQ+ ay, cos<p)= R sin@+R,, cos<p—JA872—Gcos<p 3)

Wyrazenie w nawiasie jest rzutem przyspieszenia punktu A4 na styczna do toru tego
punktu i jest przyspieszeniem stycznym punktu 4. Rownanie (3) zapisa¢ wiec mozna
nastepujaco

. €
mAaAT=RA1Sln(p+RAZCOS(p—JA72—GCOS(p 4)

Roéwnanie (4) mozna byto otrzymac wprost, piszac dynamiczne roéwnania ruchu
satelity wzgledem osi stycznej do toru punktu 4 1 wzgledem osi obrotu w punkcie 4.

Rys. 3.4.8¢
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Rugujac z réwnan (1) i (4) sity R, 1 R, oraz uwzgledniajac zaleznosci kinema-
tyczne €,/ = &,r = a4, otrzymuje si¢

2
[JO +JA(éJ +§ﬂ]gl +|:(G+%QJZCOS([):| =M 5)

Podstawiajac €, =%) = Z’_(D % :Z_O) ® do réwnania (5) oraz rozdzielajac zmienne,
¢ ¢

otrzymuje si¢ rownanie

2
[J0+JA(éJ +§lzlwd0)=[M—(G+%Q}cos<p]d(p,

a nastegpnie, po scatkowaniu w granicach [0, ®,], [0, ¢,], obliczono szukang warto$¢
momentu

2
M= 36 ) [6+L0 Jsing, |
0| 2237 2 2

Po podstawieniu danych liczbowych M = 56,1 Nm.

Ad2)

Energia kinetyczna uktadu w potozeniu spoczynkowym poczatkowym, tj. dla ¢ = 0,
E, =0. W potozeniu odpowiadajacym katowi ¢ = ¢, energia kinetyczna wynosi

1 » 1G 5, 1 2
Ey=—Jy0 + ——vy +=J ,,07.
275700 Ty P AT 57404
Chwilowy $rodek obrotu kota satelitarnego lezy w punkcie styku obu kot, a zatem
vy=0ur=0!

1 wzOr na energi¢ kinetyczng ma postaé

2 2.2
1 1
E=+ 8 e (L] |op =1E9 (Lo 36)
2 g r 2 g (3 2
Prace sit dziatajacych na uktad zapisaé mozna nastepujaco:

L) N Y2
Lip = [ Mdo— | Ody- | Gdy,

0 0 0

gdzie y|, y, odpowiadaja potozeniu dla kata ¢ = @, 1 sa wspotrzednymi punktow przy-
ozenia sit ciezkosci Q 1 G (rys. 3.4.8d).

Podstawiajac y; = %l sin @;,y, =/sin @;, otrzymuje si¢ po scatkowaniu

L172 =M(p1 _Z(G'F% Q)Sin(pl,
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a nastgpnie, z zasady réwnowartosci energii kinetycznej i pracy E, — E, = L,_,, zalez-
nos$¢ w postaci

2.2
Lo (15,36 )=me -1 G+L0 |singy,
2 g 2 2

3

oraz identyczna jak w przypadku (1) wartos¢ momentu

2
M= (1o 36 [ ag+Lo]sing, |.
o | 2¢ |37 2 2

Rys. 3.4.8d Rys. 3.4.8¢

Ad 3)

Uktad ma jeden stopien swobody. Jako wspotrzedng uogdlniong przyjeto kat ¢
obrotu ramki. Réwnania Lagrange’a Il rodzaju majg wigc postaé

dt| o9 | a9

Energia kinetyczna obliczona jak w przypadku 1) ma postac

2
1 G / 9
E=—|Jyg+—1*+J |~ .
2l:o 2 A(r]jl(P

gdzie ¢ jest predkoscia katowa ramki.
Przyjmujac przesunigcie przygotowane jak na rysunku 3.4.8e, obliczy¢ mozna
prac¢ przygotowang
OL = Md¢p — Q9 cos @ — Gd, cos @.
Przesunigcia przygotowane jako proporcjonalne do predkosci mozliwych spetnia-
ja zaleznosci:

SlszQ, SZZkVA, 8(p=k(P,
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przy czym

v—lv —ll('p
D)

5, = %l&p, 8, = Idg.
Podstawiajac wyznaczone przesunigcia przygotowane, obliczono prace przygotowana
1
oL = [M —(G+EQJZCOS([):| 50,

a zatem uogodlniona sifa jest rowna
oL
d¢
Obliczajac odpowiednie pochodne:

2

E .
a—.=[Jo +§lz +JA(£J ](P,
0P g r

2
ia—E_‘:Jo'i'glz'i'JAi (-f),
dt| 09 g r
1 wykorzystujac rownanie Lagrange’a Il rodzaju, otrzymuje si¢ rézniczkowe rownanie

ruchu
2
[JO Gp +JA(1J ]¢+[(G+1Q)1cos<p]=M,
g r 2

identyczne jak w przypadku 1) rownanie (5). Tok dalszych obliczen jest wigc taki, jak
w przypadku 1).

1
Oy M—(G+EQ)lcosq).

ZADANIE 3.4.9

Dany jest uktad jak na rysunku 3.4.9. Majac dane G, = 2G,, O, r, wyznaczy¢ pred-
kos¢ v kazdego z ciezarow po przebyciu drogi /. W chwili poczatkowej predkosci sa
rowne zero. Opory ruchu (tarcie w tozysku i opory osrodka) pominag.

Rozwiazanie

Zadanie rozwigzano dwoma sposobami, wykorzystujac:
1) zasad¢ zachowania energii mechanicznej,
2) rownania Lagrange’a Il rodzaju dla pola potencjalnego.
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Rys. 3.4.9 Rys. 3.4.9a

Ruch uktadu zachodzi pod wptywem potencjalnych sit ciezkosci, a wigc odbywa
si¢ w polu potencjalnym. Zasada zachowania energii i rownania Lagrange’a II dla pola
potencjalnego majq prostsza forme niz zasada rownowartos$ci energii kinetycznej i pra-
cy i rbwnania Lagrange’a Il rodzaju w ogdlnej postaci i dlatego wygodniej jest skorzy-
sta¢ w tym przypadku z tych dwdch metod.

Ad1)

Oznaczajac polozenie poczatkowe ukladu przez I i potozenie po przebyciu drogi /
przez I (rys. 3.4.9a), korzystajac z zasady zachowania energii mechanicznej £ + = const
zapiszemy E;+ V;=Ey+ Vy, gdzie E;, E; jest energia kinetyczna w potozeniu poczatko-
wym i koncowym, V;, V}; jest energia potencjalng w tych potozeniach. Energia kinetyczna

1 1 1
E,=02za$ Ey =—m1v12 +—m2v§ +—Jo?,
2 2 2
gdzie:
my, m, — masy ci¢zarow,
1 . . . .

J = Em3r2 — moment bezwtadnosci kota o masie m; wzgledem jego osi obrotu,

vy, V5, ® — odpowiednio wartosci predkosci cigzarow i predkosc katowa kota.

Gt =2

. . . Gy .
Poniewaz v, =v,=@r=vi m =—, m, my =—=, wigc

| 1\,
En=—|G+G,+=0 p~.
1 Zg[ 116y 2Q)

Energia potencjalna wzgledem przyjetego poziomu odniesienia (V' = 0) wynosi:
V1 =mgC +mygCy +msygCs,
Vit = myghy +myghy +mygCsy = mg(Cy +1)+myg(Cy = 1)+mygCs.

Podstawiajac obliczong energi¢ do zasady zachowania energii, otrzymuje si¢

(ml _7’}'12)gl+L Gl +G2 +lQ V2 =0.
2g 2
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Podstawiajac my; = %, my = %, G, =2G;, obliczy¢ mozna szukang predkos¢ v
v= 4G1 lg
6G, +Q
Ad 2)

Przyjmujac wspotrzedng s potozenia cigzarow okreslajaca dowolne potozenie
uktadu jako wspotrzedna uogdlniong, rownanie Lagrange’a II rodzaju w polu poten-
cjalnym zapisa¢ mozna nastepujaco

dfawyow
dt\ 95 | 9s

gdzie potencjal Lagrange’a réwny jest W = E — V. Obliczajac energi¢ kinetyczng i po-
tencjalng w dowolnym potozeniu uktadu, podobnie jak w przypadku 1) otrzymuje si¢

w ZL(GI +G2 +1Q)§2 —(ml —mz)gs.
2g 2

Obliczajac pochodne:

a—W=l G1+G2 +1Q .S:,
os g 2

1 I ). 1 ..
4 a—W =—| G, +G, +=0 [§=—(6G, + 0)s,
dt\ ds g 2 2g
ow
e ~(my —my)g =G, =Gy,
s
1 wstawiajac je do rownania Lagrange’a, uzyskuje si¢ rownanie rézniczkowe
__2Gg
6G, +Q’
z ktoérego po scatkowaniu otrzymuje sig:
2G
s = _NE t+c,
6G, +0
s = ﬁtz +ct+d.
6G, +0

Z warunkoéw poczatkowych =0, s =0, s =0 wyznaczy¢ mozna state calkowania
c=d=0.

Rugujac z dwdch ostatnich rownan czas ¢, otrzymuje si¢ zalezno$¢ pomigdzy pred-
koscig cigzaréw i ich przemieszczeniem

§= _AGg s.
6G, +0
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Po przebyciu drogi /, tzn. dla s =/, otrzymuje si¢ wynik identyczny jak w przypadku 1)

ss=0)=v= ﬂ
6G, +0

ZADANIE 3.4.10

Uktad materialny (rys. 3.4.10) porusza
si¢ pod wplywem oddziatywania sit cigzko-
$ci. W chwili poczatkowej uklad byt nieru-
chomy. Po pewnym czasie ci¢zar A przemie-
scit sig, osiagajac predkos¢ v ,. Majac dane
G,, G5, O, R, 1, 0, wyznaczy¢ droge / cigzaru
A odpowiadajaca predkosci v,. Walec C to-
czy si¢ po rowni bez poslizgu.

Rozwigzanie

Zadanie rozwigzano dwiema metodami, Rys. 3.4.10
wykorzystajac:

1) zasad¢ zachowania energii mechanicznej,

2) réwnania Lagrange’a Il rodzaju dla pola potencjalnego.

W tym przypadku mozna zastosowaé obie metody, pomimo ze w uktadzie wyste-
puje sita tarcia pomiedzy rownig a kotem. Toczenie kota zachodzi bez poslizgu, sila
tarcia jest silg tarcia nierozwinigtego, nie wykonuje ona pracy, a wigc nie wystepuje
rozproszenie energii.

Ad1)

Z zasady zachowania energii otrzymuje si¢
Ey+Vi=Ey+Vy,
gdzie przez I oznaczono potozenie poczatkowe w spoczynku, a przez Il potozenie po
przebyciu drogi 4 (rys. 3.4.10).
Przyjmujac poziom zerowy energii potencjalnej kazdej masy w jej potozeniu po-
czatkowym, otrzymano:
Vi=0, Vy=myghsino—mgh=(G,sino.— G))h.
Energie¢ kinetyczng ukladu napisano w postaci:
El = 0,
1 5 1. 5 1 5 1 9
Egy=—myvy+—J,07] +—mywvy +—J,0;,
W= 5MVa T 5 A0 TV T 5720,
1
:lng’ J, =—ﬁr2 V4 V4

gdZie: m Zﬁ, my, =—--, Jl , W =—7, W) =—".
g 2g 2 g R r
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Po podstawieniu powyzszych zaleznosci otrzymuje si¢

3 G, +%Q)vﬁ,

1
Ep=—| G+
2g 2

zatem
1 3 1 2 .
— Gl +—G2 +—Q V 4 Z(Gz Sln(X_Gl)hZO
2g 2 2
i szukana droga / jest rowna
2G1+3G, +0
h= - Vy-
4g(G, - G,sina)

Ad 2)

Okreslajac potozenie uktadu w dowolnej chwili czasu przez wspoirzedna s odpo-
wiadajaca dowolnemu potozeniu ciata 4 i obliczajac podobnie jak w poprzednim przy-
padku energi¢ kinetyczna i potencjalng uktadu, otrzymuje si¢ wyrazenie na potencjat
kinetyczny Lagrange’a w postaci
3
2
gdzie s jest predkoscia odpowiadajaca potozeniu okreslonemu przez wspdtrzedng s,

ds
Cdt
Obliczajac pochodne:

aW Zl(Gl + 3 G2 +1QJS,
g 2

W=E—V=— G, + G2+1Q 52— (G, sinoi—Gy)s,
2g 2

s

% 2

d(aw\_1(, 3. 1)
L)L 6 +26,+20
dt(&s') g( 1 2+2QJS
oW

— =(G,sina-G,),
0s

. , , d(oWw) oW L
z rownan Lagrange’a —| — [-——=0 otrzymuje si¢
dt\ 0s s
. 2(G, - G, sinar)
2G,+3G, + 0
1 po scatkowaniu:
. 2(G, - G, sinar)
2G, +3G, + 0
§= Gl - G2 sin o
2G| +3G, +0

)

gt+c,

gt2 +ct+d.
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Z warunkow poczatkowych ruchu =0, s =0, s =0 wynika, ze ¢ =d = 0; rugujac
Z powyzszych rOwnan parametr ¢, otrzymuje si¢

§=———> 5"
4(G, - G, sin.)

Dla s =v, droga przebyta przez cigzar 4 wynosi

_ 26436, +0

h
4G, - G, sina) *

Wynik ten otrzyma¢ mozna réwniez, dokonujac w réwnaniu (1) podstawienia

dt dsdt ds

Po rozdzieleniu zmiennych otrzymuje si¢ rbwnanie

0 = 2(G, — G, sin a)gds.
2G; +3G, + 0

Catkujac powyzsze roéwnanie w granicach [0, vy], [0, /], otrzymuje si¢

2G+3G, +0
h= —— VY4
4G, -G, sina)

Mozna réwniez zauwazy¢, ze rownanie (1) przedstawia przyspieszenie cigzarow,
a poniewaz jest, jak z tego rOwnania widaé, stale, wigc ruch jest jednostajnie przyspie-
szony. Majac wyznaczone przyspieszenie na podstawie zasad dynamiki, korzystaé
mozna ze wzorow na predkosc i przemieszczenie w ruchu jednostajnie przyspieszonym
bez predkosci 1 drogi poczatkowe;:

v=at, szzatz, a=s.

Rugujac czas t, z tych rownan obliczy¢ mozna szukang droge¢ 4 po osiagnigciu
predkosci v, podstawiajac s =/, v=v,.

ZADANIE 3.4.11

Uktad materialny (rys. 3.4.11) sktada si¢ z walca o masie M, momencie bezwlad-
nosci J, i promieniu R, kota o momencie bezwtadnosci J;, i promieniu r oraz ci¢zaru
o masie m. Walec o masie M moze toczy¢ si¢ bez poslizgu po poziomej powierzchni,
a ruch uktadu ograniczaja dwie spr¢zyny liniowe o wspotczynnikach sprezystosci &, 1 &,.
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Rys. 3.4.11

Wyznaczy¢ amplitudg predkosci cigzaru o masie m, jezeli w chwili poczatkowej ciezar
ten zostal wychylony na odlegtos¢ x,, wzgledem potozenia rownowagi i puszczony bez
predkosci poczatkowej. Opory ruchu osrodka i tarcie w tozyskach pominac.

Rozwiazanie
Zadanie rozwigzano dwoma sposobami, wykorzystujac:

1) rownania Lagrange’a Il rodzaju dla pola potencjalnego,
2) zasadg¢ zachowania energii mechaniczne;j.

Ad1)

Sita oddzialywania podtoza na walec, ze wzgledu na toczenie walca bez poslizgu,
nie wykonuje pracy i w zwiazku z tym nie powoduje rozproszenia energii. Poza ta sila
na uktad dziatajq sity cigzkosci i sity sprezystosci oraz zalezna od nich sita reakcji tozy-
ska kota o masie m, czyli sity potencjalne. Ruch uktadu odbywa si¢ wigc w polu sit
potencjalnych i do rozwigzania zadania zastosowano rownania Lagrange’a Il rodzaju
dla pola potencjalnego. Za wspohrzedna uogolniong przyjeto wspotrzedng x cigzaru
0 masie m oraz oznaczenia jak na rysunku 3.4.11a

Energia kinetyczna uktadu rowna jest

1 .2 1 2 1 2 1 2

E=—mx"+—Jyoy +—Mvy +—J,05.

5 5700 TS MVe TS 404
Uwzgledniajac zalezno$ci kinematyczne:

o al L o ¥
= — \% =—X = —
07, ATy TR

otrzymuje si¢

E=l m+ﬁ+lM+i 2.
2 P> 4 4R?
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Vo
A
0

o K h
H My
V=0

potfozenie rownowagi

statycznej . A -

Rys. 3.4.11a

Energia potencjalna rowna jest sumie energii potencjalne;j sit cigzkosci i sit sprezy-
stosci
1

1
V= Eklel + Ekzxz —mgx + MgH + mygh,

. 1 . . . . .
gdzie: x = Ex, H i h — state odleglosci od przyjetego poziomu V' = 0 kota o masie M
i kola o masie m (poziom V' = 0 dla sprezyn nieobciazonych).

Potencjat kinetyczny Lagrange’a ma wigc postac

1 Jo 1 Jy Y2 11
W=E-V=—|m+ 0+ M+ |2~k + &,y 2+mgx—MgH—m0gh,
2 P2 4 4R? 2(4

a odpowiednie pochodne wynosza:

BW +ﬁ+1M+ Jyo).
ax P24 4R2

aa—zlz—(%kl +k, )x+mg.
Z réwnania Lagrange’a [8811/ )_88_1;1/ =0 otrzymuje si¢
. lkl +k, . mg o
m+J0+1M+ Ji +J°+1M+ Joo

P24 4R? P24 4R?
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Podstawiajac:
1
—k +k,
Wl = 4 ge mg
0 Jo 1 Ji Jo 1 J
m+0+— M+ m+0 =M+
r 4 4R r 4 4R

B a
oraz x =x; + >

% : . .
nego polozenia rownowagi (statyczne polozenie rOwnowagi oznacza spoczynek uktadu
z uwzglednieniem napigcia statycznego sprezyn na skutek dziatania sily ci¢zkosci cig-

zaru o masie m), otrzymuje si¢ jednorodne rdwnanie rézniczkowe drugiego rzgdu

X=X, X=X, gdzie wspotrzedna x; opisuje ruch wzgledem statycz-

jél + 0)%)61 =0.
Rozwiazanie tego rownania ma postac
X = Al sin Wy + A2 Cos Wyt (1)

State 4, 1 4, wyznaczy¢ mozna z warunkéw poczatkowych, rownania (1) oraz
obliczajac predkosé

)&1 = AI(DO Cos (Dof - AZ(DO sin (Dof (2)
Podstawiajac do rownan (1) 1 (2) warunki poczatkowe:
f:O, X1 =Xp, )'cl=0,

obliczono state 4| 1 4,; A, =0, 4, = x,,.

Uwzgledniajac obliczone stale, otrzymuje si¢ rownanie ruchu
X| = X(C0S Wyt 3)
oraz rownanie predkosci
x| = —xo0 sin 0yt (4)

Z réwnania (4) obliczy¢ mozna amplitudg predkosci rowna

1
—k+k
41 2

m+J—‘2’+lM+J—A2
re 4 4R

Vo =|— x00)0| ={—Xp



Dynamika bryly 273

Ad2)

Zasada zachowania energii ma po-
sta¢ E + V' = const. Energi¢ potencjalng V'
ukladu zapisano tak, aby uwzgledniata
wstgpne ugigcie statyczne sprezyn (A 1 A)
pochodzace od dzialania sity cig¢zkosci
G = mg (rys. 3.4.11b). Sita ta wywoluje si-
ty w sprezynach: F; = kjA| 1 F, = kA,
a uktad przyjmuje potozenie réwnowagi
statycznej.

Z réwnan réwnowagi sit:

3
SP=S-G+F,=0, Rys. 3.4.11b
i=1

5
ZMI(D)ZER_S,,zR:O’ S”:S,:S,
i=1

oraz zaleznosci A = 2A, (uzyskanej z analizy kinematycznej uktadu) otrzymano:
1 _mg
21 '
—k +k
R
Energia potencjalna uktadu po przemieszczeniu o x; masy m (mierzonym od poto-
zenia rownowagi statycznej (rys. 3.4.11a) wynosi

L S
—ki+k
R

2
1 1 1
V=5k1(A1 +5x1] +Ek2(A+x1)2—mgx1 +MgH +mygh.

Energia kinetyczna analogicznie jak w przypadku 1) ma postac
2 r?  4R? 4
Ze wzgleduna to, ze E+ V' = C, C — stala,
po zrézniczkowaniu po czasie ¢ otrzymano

E o J M| 1 L),

d( +V)=x1~x1 m+_g+LAz_ k| Ay F=x |+

dt r 4R* 4 2 2
+k2(A+x1 )xl_mgxl =0.

Po podzieleniu przez X; i odpowiednim zgrupowaniu wyrazefn réwnanie powyz-
sze ma postac

jC.l m+ﬂ+A£ + lk1A1+k2A—mg + lkl'i'kz )CIZO.
ERPTIE N 4
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Drugi sktadnik tego rownania wynosi zero po wstawieniu wczesniej obliczonych
A, oraz A i wobec tego po przeksztatceniach uzyskano

%h+b
X + 0.
1 Jo J, M
m+—+ 4+
2 4p* 4

Jest to rownanie identyczne jak to, ktore otrzymano w przypadku 1), i dalszy tok
obliczen odbywa si¢ zgodnie z tym przypadkiem.

3.4.2. Reakcje dynamiczne w ruchu obrotowym

Analizujac na przyktad metoda kinetostatyki niejednostajny ruch obrotowy bryty
(rys. 3.4.12), otrzymuje si¢, przy pominigciu oporow osrodka i oporow w tozyskach,
nastgpujacy uktad rownan

) ]
N P+ Ry, + R, +eMy, +0)2st =0

I
—

2
By, + Ry, + Rp, —eMx; + "My, =0

M=

i=1

1z

M=

i=1

)

n —

Z{Mix (E)_ RByh + anz - (DZDyz =0
=

n —

ZMiy (PI.)+ Rgh+eD,, + (DZDXZ =0
i=1

n L

> M. (R)-J.e=0

i=1

gdzie:
M — masa bryly,
J, — masowy moment bezwtadnosci bryty wzgledem osi z (osi obrotu),
X, ¥, — wspotrzedne srodka masy bryty,
o, ¢ — predkosc katowa 1 przyspieszenie katowe wzgledem osi obrotu,
D,.,D,, — odpowiednie momenty dewiacji.

Reakcje obliczone z powyzszego ukladu rownan réwne sg reakcjom statycznym
wyznaczonym w potozeniu rownowagi bryly jedynie dla x; =y, =01 D, =D, =0,
tzn. w przypadku, gdy o$ obrotu jest gtéwna centralng osia bezwtadnosci. Jezeli waru-
nek ten nie jest spelniony, to catkowite reakcje r6znia si¢ od reakcji statycznych na
skutek wystapienia sktadowych dynamicznych i sa suma reakcji statycznych i dyna-
micznych (EA =Ry +Ryq, Ry =Rpy +Ryy)
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i=1,2,3,...n

(N
[Rye]]

'§Ax

\*\

Rys. 3.4.12

Reakcje dynamiczne (sktadowe dynamiczne reakcji calkowitych) wyznaczy¢ mozna
z uktadu réwnan
R,y T Rpoy +EMy, + ‘Dzst =0

Ryypq + Rpyq — My, + 0° My, =0

2

—Rp, h+eD,, —coszZ =0

Rpygh+eD,, + szxz =0

ZADANIE 3.4.12

Obliczy¢ reakcje dynamiczne lozysk A4 1 B watu pokazanego na rysunku 3.4.12a.
Masg elementéw o dlugos$ciach / i 2a pominag, tuleje K o jednakowych masach m trak-
towac jak punkty materialne. Wat obraca si¢ ze stata predkoscia katowa .

Rozwiazanie

Na rysunku 3.4.12b przedstawiono model obliczeniowy watu z przylozonymi sita-
mi czynnymi i reakcjami catkowitymi podpor 4 i B.
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- 2a i 2a 2a

|

Y
]

Rys. 3.4.12a
y
mg
Ray
z A
-— 7477 ]
7774
Roax
2a 2a

Rys. 3.4.12b

Ze wzgledu na to, ze poszukuje si¢ w tym przypadku jedynie reakcji dynamicznych,
a nie calkowitych, wykorzystuje si¢ rownania (2) — str. 275, w ktérych nie wystepuja
sity statyczne, tzn. sily ci¢zkosci i sktadowe statyczne reakcji catkowitych. Nie wyste-

puja ponadto cztony zawierajace przyspieszenie katowe €, poniewaz predkos¢ katowa ®
jest stata. Otrzymuje sig:

RAxd + RBxd + (DZMXS = 0,

RAyd + RByd + (DZMyS = 0,
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Rp,q6a-0°D,, =0,

~ Ry 6a+®*D,, =0.

Obliczajac z odpowiednich wzoréw wspotrzedne srodka masy:
2 2
m 1 2, Vi m
xsz—:—:—l, yS:lzl—:—:—[’ M:zm,
M 2m 2 M 2m 2

oraz momenty dewiacji:

D, = imiyizi =m-1-(=2a)+m-0-(-4a)=-2mlia,
i=1
2
D,. =Y mix;z;=m-0-(=2a)+m-1-(-4a)=—4mla,
i=1
otrzymano wspotrzedne reakcji dynamicznych:
Ry = —%mwzl, Rypq = —%mwzl, Rpw = —%mwzl, Rpyq = —%mwzl.

Calkowite reakcje dynamiczne wynosza:

1 1
Ry =\ Ria + Riya ngmzl*/ga Rpg = Rixa + Rbya =§m®21\/§-

Znaki ,,—” wspotrzednych reakcji $wiadczg o tym, ze w rzeczywistosci zwroty tych
sit sg przeciwne do przyjetych na rysunku.

ZADANIE 3.4.13

Obliczy¢ reakcje dynamiczne tozysk A4 1 B walu obracajacego si¢ ze stala pred-
koscig katowa o (rys. 3.4.13). Poszczegdlne odcinki watu o dtugosci 2/ maja masy
réwne m. Dla obliczen przyjaé, ze masy odcinkdéw watu skupione sa w §rodkach cigz-
kosci tych odcinkdw.
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Rozwiazanie

Dla obliczen przyj¢to uproszczony schemat watu jak na rysunku 3.4.13a. Reakcje
dynamiczne obliczono w uktadzie odniesienia przyjetym tak, ze o$ z pokrywa si¢ z osia
obrotu watu. Z réwnan (2) — str. 275 — otrzymuje sig:

R —Rpey TEMy + mZMxS =0,

Rypq — Rpypq —€Mx, + 0’ My, =0,
22

Rpyq 18l +eD,, —w"D;, =0,

Rpyy 181 +€D,. +0’D,, =0,

17
przy czym e=®=01 M =Y m; =17m.
i=1
Wspotrzedne srodka cigzkosci wynosza:

BT e m 214 2m(= 1)+ m(=21)
oM M

17
zmiyi
yy =

=0,

_2m-l+m-(20)+2m(= 1)+ m(-21)
M M

=0.

Momenty dewiacji wynosza:
17
D,. =Y mx;z; = ml(=21)+m21(=31)+ mi(— 41)+ m(~ 1)(~10/)+
i=1

+m(=20)(=11)+ (= 1)(=121)=32 mi?,

17
D, =Y m;y;z; = ml(=6l)+m2l(=71)+mi(=81)+ m(~1)(-141)+
i=l1

+m(=20)(=150)+ (= 1)(-161)=32 mi>.

Po podstawieniu obliczonych wspodtrzednych srodka masy i momentow dewiacji
otrzymano:

RAxd - RBxd = 0’
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Rypat Rpyg=0,
R,y 181- 0*(32ml*) =0,
Rpq - 181+ 0*(32ml%) = 0,
skad
Ry =—R g = %mlmz,
16

2
Rpva =—Ryq = —?ml") ,

i RAdzRBd =%\/5m10)2.

Zauwazmy, ze spetnienie warunku x, = 0, y, = 0 nie powoduje zerowania si¢ reak-
¢ji dynamicznych, poniewaz momenty dewiacji D,, 1 D, nie sa rowne zeru. W tym
przypadku wal jest wywazony jedynie statycznie. Pelne wywazenie walu, a wigc row-
niez dynamiczne, tak aby R,; = Rp,; = 0, moze by¢ zrealizowane przy zachowaniu osi
obrotu AB przez dotaczenie do watu dodatkowych mas w taki sposoéb, aby x, =y, = 0
iD,.=D,=0.

ZADANIE 3.4.14

Obliczy¢ catkowite reakcje tozysk 4 1 B, jezeli bryta w ksztalcie trojkata rbwnora-
miennego obraca si¢ dookota osi AB ze statg predkoscia katowa . Masa bryly rowna
si¢ m. Opory tarcia w tozyskach pominag.

Rozwigzanie

Reakeje catkowite obliczono z rownan (1) — str. 274, w ktorych w R ., Ry, Ry,
Rp,, R, uwzgledniono zarowno skiadowe statyczne jak i dynamiczne. Do bryly przyto-
zono wszystkie sity czynne i reakcje w uktadzie przyjetym jak na rysunku 3.4.14.

Ze wzgledu na to, ze ® = const, przyspieszenie katowe € = 0, a ponadto w przyje-

tym uktadzie odniesieniax, =01 y, =—/.

Obliczajac: D,. = 0 (oS x jest prostopadta do ptaszczyzny symetrii bryly),

I-y )

. = [ yzdm= ﬂ yzpdzdy = pjydy [ zdz= pj y=v)” Sdy=
m 0

1 1(1 ), mi?
EPJ( r=2 4 )ar= 12(5'31 Jl "1

z uktadu rownan (1) — str. 274 — otrzymuje si¢ nastgpujace rownanie:
RAx + RBx =0,

Ry, +Rp, +%mlm2 =0,
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_G+RAZ=0’
1 |
~Rg, 1-G ~1——mi*0* =0
By 3"
RBxl:()

Wyznaczone z powyzszych réwnan warto$ci sktadowych reakcji catkowitych wy-
nosza:

RAx = RBx = 07 RAZ =mg,

1 1 2 1 1 2
=—mg——mlo", Rp,=——mg——mlo",
3787y By £ 2

R, 3

y

. 10 1 1
i Ry =\/Rflx +Rfly +Rflz =m\/—g2 ——gla)2 +Elzm4,

9 6
1 |
Rp=—]g+—Ilo |
B 3[g 4 ]

Rys. 3.4.14
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ZADANIE 3.4.15

Obliczy¢ reakcje przegubu O zawieszenia jednorodnego preta OA4 = / o masie m,
jezeli porusza si¢ on wokot osi z z predkoscig ® = const stale pod katem o (rys. 3.4.15).

Rozwigzanie

W przyjetym uktadzie odniesienia przytozono sity czynne i reakcje (rys. 3.4.15a).
Podobnie jak w przyktadzie poprzednim, calkowite reakcje obliczono z uktadu

rownan (1) — str. 274.

\.

|

ae

Rys. 3.4.15 Rys. 3.4.15a
Wyznaczajac wspotrzedne Srodka cigzkosci x, = 0,

1, . 1
yszzlsmoc, zszzlcosoc,

momenty dewiacji: D,,, = 0 (0s x jest prostopadta do ptaszczyzny symetrii preta),
[ [

D,, = j yzdm = pj E(sin o0 )& (cos o0 )EdE = psin arcos o) j E2de=

0

m 0

1 . 1 .
=§pl3 smoccosoczgml2 sin oLcos O,
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oraz podstawiajac do rownan (1) — str. 274 — powyzej obliczone wielkosci, a takze € =0
(® = const) otrzymano:

ROXZO’
Ry +lmlm2sinoc=0

y 2 ’
ROZ—ngO,
1 . 1 0.
Emglsmoc—gml o~ sinocos o = 0.

Z trzech pierwszych rownan wyznacza si¢ wartosci sktadowych reakcji ]70, ana-

stepnie jej wartos¢

1 .
Ry = m\/g2 +Z(0412 sin” .

Z réwnania czwartego wyznaczy¢ mozna wartos¢ predkosci katowej, przy ktorej
pret o dlugosci / w czasie ruchu nachylony bedzie stale pod katem o.
Dla obliczonej wartosci predkosci katowe;j

/ 3
0= & ,

2/ coso 5
wartos¢ catkowitej reakcji w punkcie O wynosi Ry =mg, /1 +Etg20c.

3.4.3. Ruch kulisty — przyblizona teoria Zyroskopow

ZADANIE 3.4.16

Obliczy¢ warto$¢ zyroskopowych reakceji tozysk watu turbiny okrgtowej obracaja-
cej si¢ z predkoscia katowa m,; = 26,2 rad/s podczas zmiany kursu okretu z predkoscia
katowa m, = 0,209 rad/s (rys. 3.4.16). Ci¢zar wirnika turbiny Q = 176,6 kN, moment
bezwladnosci wirnika wzgledem jego osi obrotu J = 40515 kgm?®. Wirnik umieszczony
jest w srodku watu podpartego na dwoch tozyskach o rozstawie / =2 m.

Y

Rys. 3.4.16
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Rozwigzanie

‘Reakcje zyroskopowe wyznacza si¢ obliczajac wartos¢ momentu zyroskopowe-
g0 M s rowna wartosci momentu M wynikajacego ze zmiany kretu K z predkoscia
katowa ®; w wyniku zmiany kursu z predkoscia ®,. M

Warto$¢ momentu ) wynosi M =R, - I, a poniewaz M = M, wigc R, =—<
(rys. 3.4.16a).
Dla przypadku, gdy kat pomiedzy predkoscia obrotu szybkiego @ a predkoscia ob-
i
rotu wolnego @, wynosi 5 warto$¢ momentu zyroskopowego wyznaczona w wyniku za-
stosowania twierdzenia Resala wynosi: M; =Jm, 0, =40515-26,2 - 0,209 =221710 Nm.
Wartos¢ reakcji zyroskopowych wynosi

Mg 221710
)
Dodatkowo obliczono wartos¢ reakcji statycznych R 4, i Rpg,.

RAd zRde 2110855N

y

Rys. 3.4.16a

Ze wzgledu na symetri¢ warto$¢ reakcji statycznych

9.

5=
Takie reakcje wystepuja podczas utrzymywania kursu prostoliniowego. W momencie
zmiany kursu z predkoscia katowa o wartosci , = 0,209 rad/s << m, = 26,2 rad/s,
wzglednie kotysania okretu z tg predkoscia, powstaja w tozyskach dodatkowe sity dy-
namiczne R ;1 Ry, tak ze tozysko A4 jest obciazone sita R, = R, + R,,= 199155 N,
a tozysko B sita o wartos$ci Ry = Rz, — Rp,, = 22555 N.

RASI e RBSI e 88 300 N
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Przedstawiony przyktad pokazuje, jak wazne jest uwzglednienie w konstrukcyj-
nych obliczeniach obcigzen dynamicznych, ktére moga znacznie przekraczac obciaze-
nia statyczne, a nieuwzglednienie nadwyzek dynamicznych prowadzi¢ moze do znisz-
czenia konstrukcji.

ZADANIE 3.4.17

Obliczy¢ catkowite reakcje szyn na kota parowozu jadacego z predkoscig v = 20 m/s
po poziomym torze polozonym na zakr¢cie kotowym o srednim promieniu R = 200 m.
Rozstaw szyn wynosi / = 1,2 m, cigzar kazdego z kot Q = 4905 N, cigzar osi pominac,
kota nalezy traktowa¢ jako jednorodne walce o promieniu » = 0,7 m.

Rys. 3.4.17

Rozwigzanie

Oddziatywanie kot na szyny wynika z obcigzenia statycznego sitami cigzkosci Q
(rys. 3.4.17), obcigzenia dynamicznego na skutek ruchu zestawu kotowego po okregu
o promieniu R z predkoscia katowa @, oraz z obcigzenia dynamicznego sitami zyrosko-
powymi na skutek ruchu z predkoscia katowa ®, i predkoscig katowa @; wokot wia-
snej osi kot. Catkowite reakcje szyn, rowne oddziatywaniom kot na szyny, wyznacza
si¢ jako sume sktadowych statycznych i dynamicznych. Zadanie rozwiazano przy zato-
zeniu, ze nie nast¢puje odrywanie kota wewngtrznego od szyny, oraz ze boczne dziala-
nie kot na szyny wywiera jedynie koto zewngtrzne. Rozklad sit czynnych i reakcji przy-
lozonych do zestawu kotowego pokazano na rysunku 3.4.17a, przy czym sita Z?S jest
sita bezwtadnos$ci przytozona w $rodku cigzkosci S 1 wynikajaca z ruchu z predkoscia
katowa @,, a moment zyroskopowy M, ¢ rowny momentowi wynikajacemu ze zmiany
kretu K z predkosciag ®, obliczono z twierdzenia Resala.
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Sity R, R ne EBy = Ry sa sitami reakcji catkowitych uwzgledniajacych sktadowe
statyczne 1 dynamiczne. Stosujac metode¢ kinetostatyki, tzn. analizujac uktad dyna-
miczny jak uktad statyczny, ale z przytozonymi sitami dynamicznymi, mozna napisaé
rOwnania rownowagi:

n

zf;x ZOQRAX_BS =0,

i=1

n

i=1

L 1
i=1

Site bezwladnosci B, wyznacza sig, obliczajac przyspieszenie normalne Srodka
2

masy a, =%, gdzie v jest predkoscig liniowa jazdy parowozu rowng predkosci §rod-

ka masy S, czyli

_20 V' _2-4905-400

’ = =2000 N.
g R 981200

B, =ma
Moment zyroskopowy obliczono z twierdzenia Resala dla przypadku, gdy pomig-
dzy predkosciami ®; i @, zawarty jest kat prosty, tzn. M; = J0,0,.

Moment bezwtadnosci J wzgledem osi wlasnej zestawu (0§ obrotu szybkiego)
wynosi

10 5 _4905-(0,7)

245 kgm?.
2 g 981 g

Predkos¢ katowa m, obliczono, zaktadajac, Zze kota tocza si¢ po szynach bez poslizgu.

V= (Dlr
i stad
o =2 =20 _ 28 57 radss.
r 0,7

Predkos¢ katowa @, wynika z predkosci jazdy parowozu rownej predkosci linio-
wej srodka masy i
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J&,

Rys. 3.4.17a

|
4

|
W
e
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Moment zyroskopowy wynosi wigc:
M;=245-28,75 - 0,1 = 704,37 Nm.

Obliczajac z rownan rownowagi R, Ry, 1 Rp, otrzymuje sig:
R, =B,=2000 N,

Br+Mg 2000-0,7 + 704,37

=4905+ 3 = 6658 N,

il

RAy:Q+

2000-0,7 + 704,37 ~3151 N,

RB= —%24905—

il

Wartosci reakcji catkowitych wynoszg odpowiednio:

Ry =y R% + R, =/(2000) +(6658F =6952N, Ry =315IN.

W tym przypadku zasadnicze obciazenie szyny zewnetrznej powoduje sita Es,
jednakze moment Zzyroskopowy powoduje dodatkowe obcigzenie dynamiczne, ktore
rowniez wptywa na zywotnos$¢ szyny i kot jezdnych. Do samodzielnego rozwiazania
proponuje si¢ wyznaczenie granicznej predkosci jazdy, przy ktorej zakret o promieniu
R pokonuje si¢ bezpiecznie, tzn. bez wywrdcenia parowozu.

ZADANIE 3.4.18

Obliczy¢ warto$¢ momentu zyroskopowego dziatajacego na samolot lecacy
z predkoscia v = 40 m/s po tuku o promieniu R = 25 m, jezeli obroty silnika wynosza
n = 1200 obr/min, a moment bezwtadnosci wszystkich czg¢sci obracajacych si¢ wzgle-
dem osi podtuznej samolotu wynosi J = 7,85 Nms (rys. 3.4.18).

B4 % {3\
%:—jf"’”‘ -
|
R
@
0

Rys. 3.4.18
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Rozwiazanie

Warto$¢ momentu zyroskopowego obliczono bezposrednio z twierdzenia Resala
Mg = Jo,m,.
Predkos¢ katowa @, obrotu dookota osi wlasnej samolotu obliczono, znajac obro-

o . T _ . .. _
ty silnika, tj. oy =£. Predkos¢ katowa ®, wyznaczono, znajac predkos¢ liniowa v
w ruchu po okr¢gu o promieniu R, tj. @, = %

Moment zyroskopowy wynosi wigc

12 4
30 r 30 25

W wyniku takiego momentu zyroskopowego powstajq sity dynamiczne dziatajace
w uktadzie napgdowym samolotu, np. na tozyskach watu korbowego. Wartos¢ tych sit
zalezy rowniez od rozstawu tozysk.

ZADANIE 3.4.19

W mtynie chilijskim walec roboczy o masie m i promieniu bezwladnosci p toczy
si¢ bez poslizgu po biezni o promieniu R z predkoscia katowa ®, wokot pionowej osi
(rys. 3.4.19). Obliczy¢ nacisk walca na bieznig, jezeli jego promien wynosi 7.

Xy

-3 R ==
Rys. 3.4.19 Rys. 3.4.19a
Rozwiazanie

Ze wzgledu na to, ze toczenie odbywa si¢ bez poslizgu, predkos¢ liniowa punktu B
(punktu styku walca z bieznig) w dowolnej chwili czasu jest rowna zeru, chwilowa o$
obrotu oraz predko$¢ katowa chwilowa ® leza na kierunku OB (rys. 3.4.19a).
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Predkos¢ katowa wzgledem osi wlasnej walca roboczego ®; obliczono z zalezno-
. . R . R
$ci 0, = w,ctgo, gdzie ctgo =10 =0,
Nacisk walca na bieznig réwny jest co do wartosci reakcji R 3 biezni wynikajacej

z dziatania statycznego sity ciezkosci O walca oraz z dziatania dynamicznego wyni-
kajacego z momentu zyroskopowego

Mg = Jo,m,.

Przyrownujac moment sit Q i Rz wzgledem punktu O do momentu zyroskopowe-
g0, otrzymano:

Rp-R—0OR=Jw,0,,

skad reakcja Ry = Ju);!# + 0.

Podstawiajac za moment bezwtadnosci J = mp?® oraz za ®, obliczona poprzednio
warto$¢, wyznaczono

_ mp’®3

Rp +mg.

,

W praktyce sity dynamiczne moga osiagna¢ znaczne wartosci w stosunku do sit
statycznych i np. dla n =150 obr/min walca roboczego o promieniu » = 0,5 m i promie-
niu bezwtadnosci p = 0,3 m sita nacisku wynikajaca z dziatania momentu Zzyroskopo-
wego jest pigciokrotnie wigksza od ciezaru walca.

3.5. Dobor mocy napedu w wybranych ukladach mechanicznych

ZADANIE 3.5.1

Na rysunku 3.5.1 pokazano schemat wyciagarki z napgdem elektrycznym.
Obliczy¢ moc silnika na koncu rozruchu, majac dane:

J, — moment bezwtadnosci elementéw masowych na wale 4,

Jp — moment bezwtadnosci elementéw masowych na wale B,

m — masa podnoszonego cig¢zaru,
r, R — promienie podzialowe kot przektadni zgbate;j,

d — $rednica bgbna linowego,
g, — przyspieszenie katowe watu silnika,
t. — czas rozruchu.

Sprawnos$¢ uktadu wyciagarki przyjac n = 1.
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Rys. 3.5.1

Rozwigzanie

Moc uzyteczng silnika oblicza si¢ z zaleznos$ci
Nu :Mv - [W].

Wzbr powyzszy nie uwzglednia strat mocy potrzebnej na pokonanie oporow wia-
snych ruchu maszyny. Uwzgledniajac wspolczynnik sprawnosci ujmujacy takie straty,
moc silnika oblicza si¢ ze wzoru

N, . 1

N, = n” , czyli N =ﬁMS -0, [W],

gdzie:
M, — moment na wale silnika, w Nm,

o, — predkos¢ katowa watu silnika w koncu rozruchu, w rad/s.

Zaktadajac, ze rozruch odbywa si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym, tj. €, = const,
1 bez predkosci poczatkowej, predkosé katowa o, = €; - ¢,, gdzie ¢, jest czasem rozruchu.

Moment M, na wale silnika obliczono dwiema metodami:

1) metoda energetyczna

2) metoda redukcji sit i momentéw sit.

Ad1)

Moment M, jest rowny sumie momentdéw opordéw dynamicznych i statycznych na
wale 4, M, =M, + M,,,. Opory statyczne wynikaja z dziatania sit statycznych i w tym
przypadku zalezne sa jedynie od sity cigzkosci mg podnoszonego ci¢zaru. Moment

statyczny My na wale B jest rtowny M = ng.
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Uwzgledniajac réwnos$¢ sit stycznych wzajemnego oddziatywania kot zgbatych
przektadni, otrzymuje si¢ moment statyczny na wale 4 rowny

rd

r
M ,=Mp-i=Mpz—=mg—o ,
tA B BR g2R

N

gdzie i=% jest przetozeniem przektadni (oznaczajac sity styczne przez P, moment
Mp=P.R,amoment M, =P r,czyli M, =Mp %).

W celu obliczenia momentu dynamicznego M, na wale silnika, rzeczywisty uktad
wyciagarki zastepujemy modelem obliczeniowym jak na rysunku 3.5.1a.

Rys. 3.5.1a

J, jest zredukowanym na wal silnika momentem bezwtadno$ci uwzgledniajacym
masy wszystkich elementdéw biorgcych udziat w ruchu wyciagarki. Znajac moment J_,.,
obliczy¢ mozna moment dynamiczny na wale silnika z zaleznoS$ci

€

S50

MdA = er )

gdzie € jest przyspieszeniem katowym watu silnika.

Moment bezwtadnosci oblicza si¢ porownujac energi¢ kinetyczng £, uktadu rze-
czywistego z energia kinetyczna E,, modelu

E,=E,,

Energia ukladu jest rowna
I 5, 1 5 1 2
E,=—mv" +—Jp0p +=J 4,07,
u=5 57808 T 5404

gdzie:
v — predkos¢ podnoszonego cigzaru o masie m,
g — predkos¢ katowa watu B,
o, = o, — predkos¢ katowa watu 4 roéwna predkosci katowej silnika.
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. . r r
Poniewaz: wpz =0, —=m, —, —=0, —>
R R 2 2R

1 rd Y r YV 2
E, =— — | +Jp| = | +J 4|0,
IR IR

L . 1
Energia kinetyczna modelu jest rowna: E,, = EJ

wige

0)2

zr

Poréwnujac obie energie, otrzymuje si¢

rd Y 7V
Jo=m| | +J5| = | +J
zr m[2R) B[R) A

i szukany moment dynamiczny na wale silnika

rd 2 r 2
Mg = — | +Jg| = | +J4 |&,-
dA m[2R) B[R] A4 |€s

Obliczajac moment M silnika

rd 2 r 2 rd
Mi=\ml— | +Jp| = | +J,4|e;, +mg —
s [2R) B[R] 4 [€s TME R

oraz uwzgledniajac wspotczynnik sprawnosci | = 1, otrzymuje si¢ moc silnika:

rd V r VP rd
NSZ m[ﬁ] +JB[E) +JA 8S+mgﬁ 8str'

Ad2)

-

Metoda ta polega na redukowaniu momentéw sil statycznych i dynamicznych

facznie, wedlug formuty pokazanej w przypadku 1) przy wyznaczeniu M,,,.
Moment oporéw M na wale silnika, rowny momentowi silnika A,

z dwoch cztonow (rys. 3.5.1b)

M=M,=Je,+M.

zr

sktada si¢

gdzie: e, = g, jest przyspieszeniem katowym watu silnika, iloczyn J, €, przedstawia
opory dynamiczne na wale 4, M_, jest momentem zredukowanym uwzgledniajacym

opory dynamiczne i statyczne w ukladzie wyciagarki.
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@10

Rys. 3.5.1b

Moment zredukowany M_, jest rowny
5 r
Mzr = MBZ = MB Ev

gdzie moment oporéw na wale B wynosi

MB =JB£B +S%

Site w linie (rys. 3.5.1b) wyznaczy¢ mozna z rOwnania dynamicznego ci¢zaru G
(lub z zasady d’Alemberta), ;.
S=G+ma=m(g+a).

Moment oporéw na wale silnika wynosi wige

MZJASS +|:JB£B +m(g+a)%:| %

Podstawiajac zwiazki kinematyczne:

8328 a=£3—,

r
‘R’ 2

otrzymuje si¢ moment silnika

rd 2 r 2 rd
M=M= — | +Jpl = | +J 4 |es tmg —,
s m[ZRJ B(RJ 4|5 TSR

a wiec identyczny jak w przypadku 1) i obliczenie mocy N, odbywa si¢ dalej jak
w przypadku 1).
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Uwaga. Moment silnika M| obliczy¢ mozna réwniez, piszac odpowiednie dynamiczne
réwnania ruchu poszczeg6lnych bryt wchodzacych w sktad wyciagarki i rugujac z otrzy-
manego uktadu réwnan silty wzajemnego oddzialywania (sity wewngtrzne uktadu).

ZADANIE 3.5.2

Wyznaczy¢ moc wciagarki (rys. 3.5.2) w koncowej chwili rozruchu dla nastgpuja-
cych danych:

J|, J, — momenty bezwtadnosci kot pasowych silnika i przektadni,
Js, J, — momenty bezwladnosci kot zgbatych przektadni,
Jp — moment bezwtadnosci begbna linowego,

GD* — moment zamachowy wirnika silnika,
i}, i, — przelozenia przektadni pasowej i zgbatej,

d — $rednica begbna linowego,
m — masa ciagnigtego cigzaru,
v — predkos¢ ciagnigtego cigzaru w koncowej chwili rozruchu,
t. — czas rozruchu,
o — kat rowni,
L — wspodlczynnik tarcia po réwni,
n — sprawno$¢ uktadu napedowego wciagarki.
Rys. 3.5.2
Rozwiazanie

Podobnie jak w poprzednim zadaniu zastosowano dwie metody:

1) energetyczna,
2) redukcje sit i momentow sil.
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Ad1)

Energia kinetyczna uktadu wyraza si¢ zalezno$cia

1 5, 1 5 1 5 1 5
E =—mv° +—J,0, +—Jy0; +—J 035,
u=5 215 211221113

gdzie:
GD?
J]=J1+JW=J1+ 4g N JH=J2+J3, J]]]=J4+JB.

Kinematyczne zwiazki pomi¢dzy odpowiednimi pr¢dkosciami maja postac (rys.
3.5.2)
0)2 . 0)3 d

— =1, —ziz, V=0)3_

W, ®, 2

1 energia kinetyczna ukladu jest rowna

P 2
E, :ll(Jl + G;g J+ (o + 3+ a4 T o i 2.

2

Redukujac masy uktadu rzeczywistego na wat silnika, przyjmuje si¢ model uktadu
jak na rysunku 3.5.1a.

Rys. 3.5.2a

-y 1 \ . Lo
Energia kinetyczna modelu E,, = EJ Zr(nf. Poréwnujac energie kinetyczne ukfa-
du rzeczywistego i modelu, otrzymuje si¢ zredukowany moment bezwladnosci

GD? . ) d* .
4g +(J2 +Ja)l12 +(J4 + JB)(ZIZZ)Z +mT (1112)2-

er=J1+
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Moment oporéw dynamicznych wyraza si¢ wigc wzorem

M, =J, ¢

zr " S

gdzie przyspieszenie katowe €, na wale silnika wyznacza si¢ z zaleznosci kinematycz-
nych (podobnie jak dla predkosci m,).

Uwzgledniajac, ze rozruch jest jednostajnie przyspieszony bez predkosci poczat-
kowej, tzn. v = at,, 1 korzystajac ze wzordéw na przelozenie przektadni, otrzymuje si¢

2a 2y

Y diind  djipt,d’

Moment oporow statycznych pochodzi w tym przypadku od sity cigzkosci mg
i sity tarcia 7' (rys. 3.5.2a).
Na wale III moment ten wynosi

My=(T +mgsinoc)%= mg(ucos o+ sinoc)%,
a zredukowany na watl I jest rowny momentowi oporow statycznych na wale silnika
| . A.
Msl = M31112 = Emg(ucos o+ Sin a)dlllz .

Predkosc¢ katowa silnika oblicza si¢ ze zwiazkow kinematycznych w zaleznosci od
predkosci v na koficu rozruchu

2y
Y dihd

Moc silnika po uwzglednieniu oporéw dynamicznych i statycznych oraz sprawno-
$ci uktadu weiagarki jest rowna:

(Md + Mst)('oA (‘]zrgs + Mst)('os

N: U — S8 — S — =

oom n n n

5 2
:l{li‘]1+GD +(J2 +J3)i12+(=]4 +JB)(i1i2)2+md (i1i2)2 ; .2" *
n 4g 4 ZIZZtrd

2v

ijisd

1 .
+Emg(ucos0c +sin oc)ilizd}
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W okresie ruchu ustalonego do podtrzymania tego ruchu potrzebna jest moc
mniejsza, tzn. dla g, =0

Mgy, mg(ucoso +sina)v
N, = no- m .

Moc ta wynika jedynie z obciazenia statycznego z uwzglednieniem strat w ukladzie.

Ad2)

Moment oporéw na wale silnika rowny momentowi silnika wynosi

M=M,=Jig,+ M,

zr

gdzie M, = M4y + M_,qy;; jest suma momentéw opordéw zredukowanych z watu Il na I
izwatulllnal:

M .y =Myl = Jygqd,

. .o Nd ..
MZVIH/I = M1111112 = |:JIH£3 + (ma + mgucos o + mg Sin (X)E [iy.

Przyspieszenia katowe €, 1 €5 w zaleznosci od g, oraz predkosci katowej o, oblicza
si¢ identycznie jak w przypadku 1).

- GD?
Podstawiajac Jy =J; +
4g

, JH =J2 +J3, JHI=J4 +JB i ObliCZOHy moment

silnika do wzoru na moc, otrzymuje si¢:

1 GD2 . . md2 .. 2v
N, == {[Jl + +(J, +J3)112 +(Jy +JB)(1112)2 +_(’1’2)2] -
n 4g 4 lllztrd
+lmg(ucos0c+sin0c)i1i2d} .2.v
2 iipd

ZADANIE 3.5.3

Wyznaczy¢ moment oporéw na wale silnika podnosnika suwnicy (rys. 3.5.3) dla
danych:

J, — moment bezwtadnosci na wale silnika,

Jy — moment bezwtadnosci krazka linowego,
G, O — cigzar podnoszony i ci¢zar krazka linowego,
r, R — promienie bgbna linowego i krazka,

o, — predkos¢ katowa silnika po czasie ¢, rozruchu.

Przyjaé, ze w czasie rozruchu wirnik silnika obraca si¢ ruchem jednostajnie przy-
spieszonym.
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Rozwiazanie
Moment oporéw na wale silnika wyznaczono dwiema metodami:

1) energetyczna,
2) redukc;ji sit i momentow.

Ad1)

Predko$¢ podnoszonego cigzaru v = v, = ®R (chwilowy srodek obrotu znajduje si¢
w punkcie 4 (rys. 3.5.3)), a predkos¢ punktu B v = 2y, = 2v. Uzalezniajac odpowied-
nie predkosci od predkosci katowej silnika, otrzymuje sig:

v—lv _1(0
2 BT

-
0 =

| =

Vo v
r, =—=—
R R

Rys. 3.5.3 Rys. 3.5.3a

Energia kinetyczna ukladu ma postaé

1 1 1 1
E, =—J,0f +—J,0° +—gv§ LG
2 72 2g 2g

a po uwzglednieniu zwigzkoéw kinematycznych

2 2
1 r r >
E,=—|/i+Jol —= | +0+G)— |wy.
u 2l:1 O(zR) (© )egjl s
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. L . 1 .
Poniewaz energia kinetyczna modelu zastgpczego wynosi E,, =—er0)§, wigc
zredukowany moment bezwladnosci na wat silnika jest rowny 2

2 2
r r
Jy=J1+Jl — | +(O0+G)—.
zr 1 0(2R ) (Q ) 4g
. . - 0
Obliczajac z warunkéw rozruchu przyspieszenie katowe walu silnika £, =—,
otrzymuje si¢ moment dynamiczny na wale silnika w postaci r
r 2 }"2 (O]
My=J,e,=|Ji+Jo| — | +(0+G)—|—=.
2R eg | ¢,

Moment oporéw statycznych pochodzacy tylko od sit G i O oblicza si¢ z zalez-
nosci
M, =Syr, Sr=S5r

gdzie S;— sita wynikajaca z rownowagi dzwigni 4B (punkt 4 nieruchomy) (rys. 3.5.3a).

Wartos¢ statycznej sity §T oblicza si¢ z rownania

iMiA =0—-S;-2R-(Q+G)R=0,
i=1

stad

Sy =%(Q+G) iM,==—(0+G)r.

1
2
Moment oporéw na wale silnika uwzgledniajacy obcigzenia dynamiczne i statycz-

ne wynosi wigc

2 2
M=M,+M, :[JH_JO(%J +(Q+G):—g]&+%(Q+G)r.

7

Uwaga. Pokazany na rysunku 3.5.3a M jest przeciwny do M, (oporoéw), gdyz jest
on czg¢scig momentu napgdowego stuzacego do pokonania tylko opordéw statycznych.

Ad2)

Moment oporéw na wale silnika (rys. 3.5.3b) jest rtowny M = J,&, + Sr.
Wartos¢ sity § w linie mozna obliczy¢, uktadajac rownanie dynamiczne ruchu dla ko-
fa linowego i1 podnoszonego cigzaru lub korzystajac z zasady d’Alamberta, z rownania

n
Y Miy=0—-8"-2R-(Q+G+B +B,)R—-Jpe=0, S§'=5,
i=1

G

gdzie: B; = ma, B, =m,a oraz m =§, my =§.
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9]]

Bo=-moa

Rys. 3.5.3b

Uwzgledniajac zaleznosci kinematyczne: a =€R, € - 2R=¢,r,

.. r 1
otrzymuje si1¢: €E=¢€,—, a=—&.I.
ymuj SR 55 )
Podstawiajac obliczong wartos¢ sity § do wzoru na moment M, otrzymuje si¢

2 2
le:J1 +JO[§] +(Q+G):—gj|&+% (0 +G)r.

ZADANIE 3.54

Tlok cylindra pneumatycznego (rys. 3.5.4) o masie m, jest napedzany stalym cis-
nieniem tak, ze ttok porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym, osiagajac naj-
wigksza wartos¢ predkosci v, w potowie dtugosci skoku /. Znajac warto$¢ predko-
$ci v, skok tloka, masy m,, ms;, moment bezwtadnosci J, podwojnego krazka, jego
promienie R i r, srednice ttoka D i ttoczyska d, wspotczynnik tarcia [, obliczy¢ moc
napedu oraz ci$nienie robocze w cylindrze, jezeli sprawnos$¢ uktadu wynosi 1.
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Y - 4
W@Wﬁ

Rys. 3.5.4

Rozwigzanie

Element roboczy (ttok) napedu wykonuje ruch postgpowy i moc napgdu obliczy¢
w tym przypadku mozna z zaleznosci

N,=P,-v,[W],

a uwzgledniajac straty mocy potrzebnej do pokonania oporéw ruchu z zaleznosci

N, P v
N: M: u u W’
noom [W]

gdzie:
P, — sita uzyteczna dzialajaca na element roboczy — tlok, w N,
v, — predkos¢ tego elementu, w m/s,
N — wspodtczynnik sprawnosci.
Site dzialajaca na ttok obliczono dwiema metodami:

1) energetyczna,
2) reduke;ji sit i momentow sit.

Ad1)

Sita P, sklada si¢ z sily rownowazacej opory dynamiczne i sity rownowazacej
opory statyczne uktadu

P,=P,+P,
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Opory statyczne wynikaja w tym przypadku z dziatania sity cigzkosci msg i sity
tarcia o warto$ci 7' = UN, = um,g (rys. 3.5.4a). Moment statyczny od tych sit na kole
linowym jest rowny M = (I'— m3g) r = (Lm, — m5) gr i musi by¢ zrownowazony momen-
tem od sily S w linie zwigzanej z tloczyskiem

M,=S-R.

Poréwnujac M = M,, otrzymuje si¢ S = (wm, — m3)g%~

Rys. 3.5.4a

Obliczona warto$¢ sity §' rowna jest sile statycznej P,, = S dziatajacej na tok.
Site oporéw dynamicznych oblicza sie, przyjmujac model obliczeniowy ukladu
rzeczywistego jak na rysunku 3.5.4b.

B ~
=q> mg, a» ’V—1’

Vel a e

Rys. 3.5.4b

Model obliczeniowy odpowiada w tym przypadku ruchowi postgpowemu, gdyz
elementem napedowym jest czton wykonujacy ruch postgpowy (ttok).
Znajac masg m,, i przyspieszenie a, sitg £, obliczy¢ mozna z zaleznosci
P,=m,a.

Poniewaz ttok porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym, wigc jego prze-
mieszczenie i predkos¢ opisuja zaleznosci:

s=—at2, v=at.
2
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Z warunkow zadania wynika, zev=v, dla s = Eh i przyspieszenie tloka jest rowne

Clz—p.

h

Masa m,, (masa zredukowana) uwzglednia masy wszystkich elementéw maso-
wych uktadu rzeczywistego i oblicza si¢ ja, porownujac energie kinetyczne uktadu rze-
czywistego — £, i modelu — £,,. Energia uktadu rzeczywistego jest rowna

1 2 1 2 1 2
E =—mv: +=—mvs +—mv> +—J0°.
u b 11 ) 2V2 B 3V3 20

.. Vi r
Podstawiajac: ®= = V) =V =0F =V R’ otrzymano

1 r 2 J 2
E,=—|m+(my+my)| —| +=2 [vi.
w5 (™ (m, 3)(RJ 22"

Lo . 1 . , .
Energia kinetyczna modelu wynosi E,, = Emzrvl2 1 po porownaniu E, = E,, otrzy-

mano )
r JO
mZ,=m1+(m2 +m3)(EJ +F.

Suma sktadowych sit dynamicznych i statycznych jest wiec rowna

r Y Jy VZ r
B, = m1+(m2+m3)(EJ + 3| = (wmy —my )g—.

RZ| A R

Moc napedu odpowiadajaca najwigkszej predkosci ttoka v, ma wigc postac

r Y Jy VIZU r
m1+(m2+m3) r +— 7"‘(1»“"2—’"3)81e

2
N=P”'v”=P”'vp= X V,.
n n n P
Cisnienie robocze w cylindrze oblicza si¢ ze wzoru
PM
p= y ’

gdzie A =§ (D* - d?) jest czynna powierzchnig ttoka.
Stad

R\ & R

p=4
n(D? - d?)

r Y Jo V129 r
m1+(m2+m3) R +— —+(}Lm2—m3)gR
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Ad2)

Na rysunku 3.5.4c pokazano rozktad sit dziatajacych na uktad rzeczywisty

z uwzglednieniem sit bezwtadnosci, przy czym przedstawiono jedynie sity istotne dla
obliczenia sity uzytecznej P,.

Rys. 3.5.4¢

Uktadajac odpowiednie roéwnania dla ttoka i1 kota linowego, otrzymuje sig:

P,~B, -S.,=0,

S. - R=Jog = (T'+ By)r + (m3g — B3)r=0,

gdzie:
By =may,
By =mya,,
By =myas,
T=pN, =umyg.

Podstawiajac € =%, ay=ay=¢€-r= aI% 1 obliczone jak w przypadku 1) przy-
v
spieszenie a; = 71] oraz rugujac sit¢ S_,, otrzymano

2 2
Jo |V
3 ={ml+(m2+m3)[ﬂ +R_g}7p+(um2_m3)g%.

Postepujac analogicznie jak w metodzie energetycznej, oblicza si¢ moc napedu
i ci$nienie robocze w cylindrze.
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3.6. Elementy mechaniki analitycznej
— zasada prac przygotowanych

ZADANIE 3.6.1

Mechanizm podajnika kierunkowego jest napedzany korba O,4, do ktorej przyto-
zona jest para sit o momencie M. Majac dane:
OiA=r=04ma=138m, 0,8B=b=2m BC=1=141m, R=0;C=08m,
CD =d=02m, M=9300 Nm, wyznaczy¢ warto$§¢ obwodowej sity 130 na ramie-
niu podajnika, z jaka naciska on na transportowany przedmiot w potozeniu jak na ry-
sunku 3.6.1.

Rys. 3.6.1

Rozwiazanie

Sity zewnetrzne czynne dziatajace na uktad dZzwigni podajnika sktadajq si¢ z pary
sit o momencie M isily P = —]30 bedacej oddziatywaniem transportowanego przedmio-
tu na dZzwigni¢ podajaca. Z zasady prac przygotowanych otrzymuje si¢ rOwnanie

dL=0—->M-3¢-P-3,=0.

Przemieszczenia przygotowane sa proporcjonalne do odpowiednich predkosci
mozliwych, tzn.

00 =k, 8p =kvp,
stad
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Aby wyznaczy¢ zalezno$¢ pomigdzy O¢ i Op, nalezy znalezé zwiazek pomie-
dzy o 1vp.

Rozktad predkosci odpowiednich punktéw mechanizmu pokazano na rysunku 3.6.1a.

Rys. 3.6.1a

Z zalezno$ci kinematycznych wynika, ze:

vy=0-0d=0-r, v,=vsino=0wo-rsino,

Yy Vp OzB
—_— = Vg =V, —/—=0r
0,4 0,B 0,4 0,4

sin L.
Poniewaz dzwignia BC porusza si¢ ruchem ptaskim, wigc rzuty v i v na kieru-
nek BC sg jednakowe:

vpeos(B; — o) = veeos [90° — (B + )]

B cos(Bl—oc):mrb COS(Bl_a)sina
C78 sin (B+7) 0,4 sin(B+7) ’

VD _ Vc —>VD=VCO3D= R+d=mrb(R+d).cos([31—oc)
O;D  0O5C

Ve : sin o,
0;C R R-0,4 sin(B+7)

Z zaleznosci geometrycznych otrzymuje sig:

AA] 2r 2r
= s BBIZOZBSIHOLZZ)SIHOLZZ)

0,4 Va? +4r?

\/a2 + 472

sin o =

sinf= = = siny=
BC / R

I Va® +4r?
Podstawiajac dane liczbowe, otrzymuje sig:

o=7=30°% B=p, =45

r
=—, =90° - B.
= By =90°-p

vp=0310,
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a z zasady prac przygotowanych zaleznosci:

0 oML _pog
6]7 Vp
i
—2__p=0
0,310
M
Szukana wartos¢ sity P rowna jest wigc: Py =P = 031 = % =30000 N.

ZADANIE 3.6.2

Dana jest belka przegubowa AFE (rys. 3.6.2). Znajac dtugos¢ a, b, c, d, e, a takze
sity B i Py, obliczy¢ reakcje podpor.

, a !?I 5 A
A B C D £
,%B, ,,% ,,7—%,
c d e b
Rys. 3.6.2

Rozwigzanie

Odrzucajac myslowo podpore B, dopuszcza si¢ przemieszczenie belki AE, jak na
rysunku 3.6.2a. Traktujac przemieszczenia 8,, 85, 8¢ 1 8, jako przesunigcia przygoto-
wane, z zasady prac przygotowanych otrzymuje si¢ rownanie

SLZOQHSP—RBSB—PzanO,

przy czym
% _¢ ,5,-C5,.
p a a
S _e
8, b
q )
%_qzb(c+d)_>8q=b(c+d)8p'
d¢c _c+d 5, ea ea
o a



Elementy mechaniki analitycznej — zasada prac przygotowanych 309

Rys. 3.6.2a

Uwzgledniajac obliczone przesuni¢cia w rownaniu uzyskanym z zasady prac przy-
gotowanych, obliczono wartos¢ reakcji

ea c’

RB=|:PI—P2 b(c+d)]£

Postepujac analogicznie, tzn. kolejno odrzucajac myslowo podpory 4 i D, otrzy-
muje si¢ uktady obliczeniowe pokazane na rysunkach 3.6.2b 1 3.6.2c.

]
UL

40!
o

Rys. 3.6.2b

Rys. 3.6.2¢
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Uktadajac odpowiednie réwnania z zasady prac przygotowanych oraz zaleznosci
geometryczne, otrzymano:

8 e+b
Ps _R 8 ZO, —q = ,
2%¢q DYD SD e
8p c—a 8p :db

RS, +Pd,—RG6,=0, —= ,
p 77204 2474 o c 6, ce
Rozwiazujac powyzszy uktad rownan otrzymuje si¢ warto$ci reakcji:
R, =Pl(1—%)+P2 bd RD=P2(1+§).

ce’

W punkcie 4 prosta dzialania sily reakcji R, jest prostopadta do osi belki AE (nie
ma sktadowej poziomej), gdyz uktad dziatajacych sit jest uktadem sit rownolegtych.

ZADANIE 3.6.3

Na rysunku 3.6.3 pokazano schemat hamulca szczgkowego maszyny rotacyj-
nej. Obliczyé warto$¢ sity P potrzebnej do zahamowania uktadu. Dane: obroty roto-
ra n = 600 obr/min, wspolczynnik tarcia szczgk o bgben hamulcowy p = 0,2, pro-
mien bgbna r =02 m,e=02m, f=08m, 4B=a=0,6m, O,B=5=02m,
o = 60° B =45° v=75° moment bezwladnosci rotora wraz z bebnem hamulcowym
J =900 kgm?, czas hamowania #, = 40 s.

Rys. 3.6.3

Rozwiazanie

Hamowanie maszyny rotacyjnej zachodzi pod wptywem dzialania na begben ha-
mulcowy sit tarcia powstajacych w wyniku docisku szczgk do bebna. Dla wyznacze-
nia odpowiednich sit tarcia koniecznych do zatrzymania uktadu w czasie ¢, skorzystano
z dynamicznego réwnania ruchu bgbna wraz z rotorem po przylozeniu do uktadu sil,
jak na rysunku 3.6.3a.

Roéwnanie dynamiczne ruchu ma postaé

J-e=M
gdzie M =2Tr.
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Zaktadajac, ze hamowanie odbywa si¢ ruchem jednostajnie opdznionym, op6znie-
. . e ® . n
nie € wyznacza si¢ z zaleznosci € =—, gdzie o= 30°

t
Zatem h

Jo-g _Jo-® mJy _m-600-900
2r  2rt,  60rt, 60-0.5-40

=450 [N].

Sity tarcia o tej wartosci uzyskuje si¢ wywierajac docisk
T 4
=L _ 50m
w02
Do obliczenia wartosci sity P koniecznej do wywarcia obliczonego docisku sko-

rzystano z zasady prac przygotowanych zastosowanej dla uktadu sit dziatajacych na
dzwignie uktadu hamulcowego (rys. 3.6.3a).

=2250m [N].

Rys. 3.6.3a

Zasada prac przygotowanych ma postac
8L=0—>8L—>FSA+2NSN=0, 8N=8,N
lub P-8,cos (B+y— 90°)-2N3y =0.

Uwzgledniajac zalezno$¢ proporcjonalng pomigdzy przesuni¢ciami przygotowa-
nymi a predkodciami mozliwymi, otrzymuje si¢

O4 _Va

Sy vy’

gdzie: v, i vy sa predkosciami punktow przylozenia sit PiN.
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Rys. 3.6.3b Rys. 3.6.3¢

Z zaleznosci kinematycznych otrzymuje si¢ (rys. 3.6.3b 1 3.6.3¢):

v
'c N (wzgledem osi obrotu O,),
e+f e
CH
Yo 2L (wzgledem chwilowego $rodka obrotu H dzwigni CD),
Vp DH
DK
o 22 (wzgledem chwilowego srodka obrotu K dzwigni DB oraz biorac
vg BK pod uwage, ze punkt D porusza si¢ poziomo),
v v
TAA = T}; (wzgledem osi obrotu dzwigni O,4).

Uwzgledniajac, ze cH =cos DK sinf} z powyzszych zaleznosci otrzymano:
gledniajac, DH " BK powWyzszy y :

va _(@+b)e /)
vy  besinBcoso
(a+b)(e+ [)
O =0y —-7—7",
besinBcos o
1 z zasady prac przygotowanych
ebcos o.cos B
(a+b)(e+ f)sin(B+7

Po podstawieniu danych liczbowych obliczono warto$é sity P potrzebnej do za-
hamowania uktadu w zadanym czasie P =293 N.

ZADANIE 3.6.4

Wyznaczy¢ kat o w potozeniu rdwnowagi preta 4B umieszczonego we wnece
w ksztalcie potokregu o promieniu 7 (rys. 3.6.4). Pret obciazony jest masg skupiona
o ciezarze G w $rodku jego dtugosci /. Podpory preta w punktach A4 1 C nalezy trakto-
wac jako gtadkie — beztarciowe.

Rozwiazanie

Mozliwy ruch preta jest ruchem plaskim 1 w zwiazku z tym rozktad predkosci
mozliwych i przesuni¢¢ przygotowanych jest taki jak na rysunku 3.6.4a.
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4
)

Rys. 3.6.4

Z zasady prac przygotowanych otrzymuje si¢ rownanie wektorowe:
8L=O—>§A 'SA +§C 'SC +5'Sy =0,

gdzie Sy Jest przesunigciem przygotowanym o kierunku sity G (kierunek osi y na
rysunku 3.6.4a), sktadowym przemieszczeniem przesunigcia 0.

Rys. 3.6.4a

Sity R, i R nie wykonuja pracy na przesunigciach S, igc, poniewaz sa one
prostopadte do przesunigé. Otrzymuje si¢ wige rownanie skalarne G - 8, = 0. Poniewaz
G # 0, wobec tego 8, =0 i uzalezniajac przesunigcie 8, od wymiaréw geometrycz-
nych uktadu wyznaczy¢ mozna szukany kat oo w potozeniu rownowagi.

Predkos¢ punktu K przytozenia sity G jest rtowna

VK =\7C +‘7KC'
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Rzutujac to rownanie na 0§ y, otrzymuje si¢
Vky ==V SN0+ vge cosa,

gdzie:
Ve = 0yp - KC (0,5 — predkos¢ katowa preta 4B),

ve= 0,5 - CH (H — chwilowy srodek obrotu preta AB).
Uwzgledniajac, ze CH = AC tgo. = 2r cosotga, KC = AC - %l, otrzymuje si¢

Vig =0)AB[(2rcosoc—% ljlcosoc—erin2 oc].
Poniewaz 8, = k - vy, 1 800=k - 0,5, Wige

8, = Sa[(Zrcosoc —% ljlcosoc —2rsin? oc] =0.
Przyjmujac da # 0, otrzymuje si¢

(2rcos0c—%l)lcosoc—%sin2 o=0,

skad

0,5++/0,25/% +32/2

8r

Ol = arc cos

3.7. Podstawy teorii zderzen

ZADANIE 3.7.1

Kulka wykonana z twardego drewna spada z wysoko$ci # = 1 m na pochyla ptyte
o kacie o = 30° (rys. 3.7.1). Wyznaczy¢ kat padania kulki dla drugiego odbicia, jezeli
wspdlezynnik restytucji wynosi R = 0,5. Przyspieszenie ziemskie przyja¢ jako g = 10 m/s>.
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Rozwiazanie

Kat padania y (rys. 3.7.1a) mozna wyznaczy¢, obliczajac predkos¢ padania vy
drugiego odbicia w punkcie B. Predko$¢ vy wyznacza sig, korzystajac z rownan ruchu
punktu o masie m pomiedzy pierwszym a drugim odbiciem, przy czym predkoscig po-
czatkowa w tym ruchu jest predkos$¢ u 4, po pierwszym odbiciu (rys. 3.7.1a). Predkos¢
po zderzeniu w punkcie 4 obliczono z zalezno$ci u , = \Ju?, +u?,, gdzie iy, i i, sa
rzutami predkosci i 4, na kierunek normalny i styczny (rys. 3.7.1a).

Rys. 3.7.1a

Zgodnie z teorig zderzenia, sktadowe styczne predkosci przed i po odbiciu sa sobie
réwne. Oznaczajac predkosc¢ przed odbiciem przez v 4, otrzymuje si¢

Uyp = Vyp = V4SO

Predko$¢ normalna po odbiciu zalezy od rodzaju zderzenia, tj. od tego czy zderze-
nie jest czysto plastyczne (R = 0), plastyczno-sprezyste (0 < R < 1), czy czysto sprezyste
(R=1). W przypadku zderzenia plastyczno-sprezystego kulki o masie m z nieruchomag
powierzchnia, predkos$¢ po odbiciu oblicza si¢ z zaleznos$ci

Ugp = upn R (upn - VAn)a

gdzie u,,, jest rzutem na normalng n wspélnej predkosci obu zderzajacych si¢ mas po
pierwszej fazie zderzenia (obie masy, odksztalcajac si¢ plastycznie, poruszajq si¢
wspolnie do momentu roztaczenia si¢), v, jest sktadowa normalna predkosci v, przed
zderzeniem.

W rozpatrywanym przypadku u,, = 0 (ptyta, o ktora uderza kulka, jest nierucho-
ma), v, = —V,Cos O, U, =—Rv,, = Rv,coso.

Predkos$é przed zderzeniem w punkcie 4 obliczy¢ mozna z zaleznosci dla spadku
swobodnego, tj. v, =\/ﬂ.
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Predkos¢ po zderzeniu w punkcie 4 jest rowna

Uy =\/vf[ sin? oc+R2vﬁ cos o =vi\/sin2 o+ R%cosar,

a po podstawieniu danych liczbowych u, = 2,95 m/s.
Kat B odbicia wyznaczono z zaleznosci:

v sino,  tgol

u
tgp=—=t=

= , P=49°5%".
uy, Rv,ycoso R

Dynamiczne réwnania ruchu kulki o masie m pomi¢dzy pierwszym a drugim odbi-
ciem maja postac (rys. 3.7.1b):

mx =0,

my =—mg.

Rys. 3.7.1b

Przyjmujac warunki poczatkowe ruchu:

t=0, x=0, y=0, x=uysin(w+B), y=u,cos(o+p),
oraz calkujac rownania dynamiczne, otrzymuje si¢ po podstawieniu danych liczbowych:

x=29, y=-10t+0,56,
x=209¢, y=5t>+0,56t.

Rugujac z ostatnich rownan czas ¢, otrzymuje si¢ rOwnanie toru
y=-0,594x> + 0,193x.

Roéwnanie prostej przechodzacej przez punkty 4 i B ma postaé

y=—(tga)x, t. y=-0,577x.
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Poréwnujac powyzsze rownanie z rdwnaniem toru, otrzymuje si¢ wspotrzedne
x-owe punktéw 4 i B; x, = 0, x5z = 1,29 m, a nastgpnie podstawiajac obliczong wspol-
rz¢dna x5z do réwnania x = 2,9¢, obliczono czas lotu kulki od punktu 4 do B; t5 = 0,444 s.

Wyznaczajac dla obliczonego czasu t; wartosci x1i p, otrzymuje si¢ predkosé
upadku kulki w punkcie B:

Xp=29m/s, jp=-388ms,

vy =3 + 92 =/ (2.9 + (-3.88)7 =494 mys,

cos(x, vp)= vi = 42%94 =0,599, (x,vp)=53°10".
B )

Korzystajac z rysunku 3.7.1b wyznaczono kat y padania dla drugiego odbicia:
v=180° — (60° + 53°10") = 66°50'.

Wyznaczajac w punkcie B kat odbicia oraz predko$¢ po zderzeniu, mozna, postgpu-
jac analogicznie, wyznaczy¢ kat padania i predkos$¢ padania dla trzeciego zderzenia itd.

ZADANIE 3.7.2

Dwie kule 4 i B z kosci stoniowej o promieniach » = 6 cm znajduja si¢ w odleglo-
$ci AB = 1= 10 cm (rys. 3.7.2). Pod jakim katem P nalezy nada¢ kuli 4 minimalng
predkos¢ poczatkowa v, tak aby uderzyla ona o kule B i spowodowala przetoczenie
si¢ kuli B do otworu C lezacego w odlegtosci BC = 32 cm. Wspolczynnik restytucji
R = 0,89, przyspieszenie ziemskie g = 10 m/s>, masy kul my=mg=m=0,2 kg, sita

oporu toczenia dziatajaca na kazda z kul réwna jest 0 jej sily cigzkosci.

Rys. 3.7.2
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Rozwigzanie

Minimalna predkos¢ i, kuli B w punkcie B, konieczna do przebycia drogi BC, tak
aby kula ta wpadta do otworu C z teoretyczng zerowq predkoscia, wyznaczono piszac
dynamiczne rownania ruchu kuli B (rys. 3.7.2a)

dr 40

gdzie u jest predkoscia kuli o masie m.

Rys. 3.7.2a

Warunki poczatkowe ruchu maja postaé: t = 0, u = uy, x = 0.
Catkujac rownania dynamiczne i korzystajac z warunkow poczatkowych otrzymu-
je sie:

u=-0,25¢+ uy,
x=—0,125¢2 + ugt.

Zaktadajac zerowq predkos¢ w punkcie C, odpowiadajaca przebytej drodze
s = BC = 0,32 m, z powyzszych réwnan otrzymuje si¢ predkos¢ kuli B w punkcie B
uy = 0,4 m/s.

Predkos¢ kuli 4 przed zderzeniem, potrzebna do nadania kuli B predkosci #, po
zderzeniu, obliczy¢ mozna na podstawie teorii zderzenia srodkowego. Impuls sity zde-
rzenia musi mie¢ kierunek pokrywajacy si¢ z odcinkiem BC. Oznacza to, ze srodki mas
obu kul w czasie zderzenia musza leze¢ na tym kierunku. Na rysunku 3.7.2a przyjeto
0§ x pokrywajaca si¢ z tym kierunkiem (0§ normalna w punkcie styku kul). Predkosé
kuli B po zderzeniu oblicza si¢ z zaleznos$ci

(mB +RmA)va +(1+R)mAVAx
B =0 = mA+mB ’
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gdzie:
Ve = V4 c08Y=v,cos (B +30° jest sktadowa normalna predkosci kuli A przed zde-
rzeniem,
vp, = 0, poniewaz przed zderzeniem kula 4 byla w spoczynku.

Kat 3 obliczy¢ mozna z zaleznosci (rys. 3.7.2a):

sinB_sind
—= , 0=180—(B+30°.
2r B ® )

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:
B=17°, v,,=0,682v, oraz u,=0,644v,, skad v,=0,62m/s.

Zatem kula 4 musi mie¢ przed zderzeniem pr¢dkos¢ o wartosci v, = 0,62 m/s,
ktora uzyska¢ mozna, nadajac odpowiednia predkos¢ v, w punkcie 4.

Predkos¢ v, obliczy¢ mozna, wykorzystujac dynamiczne réwnanie ruchu kuli 4
na przemieszczeniu od 4 do A4’

dr 40E

Przyjmujac warunki poczatkowe ruchu: =0, v = v, s = 0, po scalkowaniu otrzy-
muje sie:

v==025t+vy, s=-0,125+v,t.

: o
Podstawiajac do powyzszych rownah v = v, oraz s= A4’ =2r snﬁg (droge
sin

s = AA' obliczono z twierdzenia sinusdw), obliczono minimalna predkosé¢ vy = 0,72 m/s,
taka aby kula B wpadta do otworu C z zerowaq predkoscia.

Poniewaz kule sa gtadkie, wigc impulsy zderzenia na kierunku stycznym w punk-
cie zderzenia pominigto.

ZADANIE 3.7.3

Na koncu technologicznej linii zgrzewania rur (rys. 3.7.3) zamontowany jest wa-
hadlowy zderzak stuzacy do wyhamowywania rur. Przyjmujac zderzenie rury z waha-
dlem jako sprezysto-plastyczne o wspdtczynniku restytucji R = 0,8, wyznaczy¢ maseg
wahadta m,, tak aby rura o masie m; = 20 kg (tzn. o dlugosci 5 m przy 4 kg/m) ulegatla
wyhamowaniu przy jej predkosci transportowania v, = 2 m/s. Wyliczy¢ kat wychylenia
wahadta po zderzeniu, jezeli jego ciggna maja dtugos¢ /=1 m.
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Rozwigzanie

Mase¢ wahadta m, dobra¢ mozna na podstawie wzoréw na predkosci mas po zde-
rzeniu prostym centralnym. Masa m, jest wprawdzie nieswobodna, ale w krotkotrwa-
tym zderzeniu, sity w ciggnach sa prawie prostopadte do kierunku jej ruchu. Przy nie-
wielkim odchyleniu lin wptyw tych sit mozna pomina¢, zwlaszcza w poréwnaniu do sit
zderzenia. Ruch zderzaka w czasie zderzenia mozna traktowaé wobec powyzszego
jako ruch postepowy prostoliniowy, a zderzak jako punkt materialny. Zatem predkosé
masy m, po zderzeniu zapisa¢ mozna

(ml - Rm2 )Vl + (1 + R)m2v2
my + my .

u =

Przed zderzeniem masa m, byla w spoczynku, wigc v, = 0, natomiast z faktu wyha-
mowania masy m; wynika, ze jej predkos¢ po zderzeniu u; = 0.
Stad

U, _ (my =Ry Jvy =0 i my="2
m1+m2 R

Po podstawieniu danych liczbowych obliczono mas¢ zderzaka m, = 25 kg. Pred-
ko$¢ zderzaka po zderzeniu wyznaczono ze wzoru

(ml - le )V2 + (1 + R)mlvl
Uy = .
my + my
Podstawiajac v, = 0, obliczong mas¢ m, = 25 kg oraz pozostale dane liczbowe,
otrzymano u, = 1,6 m/s.
Pomijajac opory ruchu zderzaka wahadlowego, kat wychylenia wahadta po zde-
rzeniu obliczono z zasady zachowania energii mechanicznej, tj. E; + Vi = Ey; + V.
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Polozenie I jest potozeniem zderzaka w momencie rozpoczgcia ruchu z predkoscia u,
(W tym potozeniu przyj¢to poziom energii potencjalnej rownej zero), a potozenie II jest
koncowym potozeniem wahadta po jego zatrzymaniu sig.

Tak wigc:

1
Ey =5m2u§, V=0, Ep=0, Vy=mygl(l-coso)

%mzuzz =mgl (1- cos ),

skad
u
cosp=1——=.
¢ 2gl

Po uwzglednieniu danych liczbowych otrzymano ¢ = 29°18".

Przyjecie przez wahadto ponownego uderzenia w cyklu technologicznym wiaze
si¢ z ustawieniem zderzaka w pierwotnym potozeniu. PotoZenie takie zapewni¢ mozna
przez odpowiednie rozwiazanie konstrukcyjne urzadzenia.

ZADANIE 3.7.4

Wahadlowy mtot do wbijania poziomych pali sktada si¢ z trzonka o dtugosci /=1,68 m
oraz cylindrycznego bijaka o $rednicy D i dlugosci c (rys. 3.7.4). Trzonek wykonany jest
z preta stalowego o Srednicy d = 3 cm i masie jednostki dtugosci m( = 5,5 kg/m. Dobra¢
wymiary bijaka tak, aby w osi obrotu O nie powstawaty reakcje impulsowe.

/ SN A
gy WAL,
W ING

Rys. 3.7.4
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Rozwigzanie

W osi obrotu O nie powstana reakcje impulsowe, jezeli kierunek sity impulsowej
w procesie zderzenia pokrywac si¢ bedzie z prosta przechodzacg przez tzw. srodek ude-
rzenia. Odlegtos¢ srodka uderzenia od osi obrotu zalezy od rozkladu masy elementéw
mtota i od jej wielkosci. Odleglos¢ te obliczy¢ mozna na podstawie wzoru

J
Xg = z .

m- X

gdzie:
J, — moment bezwladno$ci miota wzgledem osi obrotu miota,
m — masa mlota,
x, — odlegtos$¢ srodka masy mlota od osi obrotu (rys. 3.7.4a).

Rys. 3.7.4a

Obliczenia przeprowadzono tak, aby o$ bijaka (cylindra) byta osig srodka uderzen.
Wspotrzedna x, Srodka masy obliczy¢ mozna na podstawie wzoru:

myxy + myXxy
X, =—"T"

S b
my +m2

my + my =m,
gdzie:
1
X = —l,
2
X, =x,; (wobec zalozenia odnosnie osi srodka uderzen),

m,, m, — masy odpowiednio trzonka i bijaka.
1, My y odp ]
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Podstawiajac x, do wzoru x,, otrzymano

J

Xg = _
myx; + L P%)

Uwzgledniajac, ze:

nD? nD? Y
cp: c._,
4 4

1 1
xlzal, x2=xd=l+5D, my =myl, my =

1 1 1 1.V
J.=J+J, =§m112 +J, +Myx; =§m01-” o GDZ + c2]+ mz(l+5D] ,

otrzymano po przeksztalceniach rownanie

TV p23+ ™ pre_ 2 ll+lD mgy = 0.
24g 32g 32

Z rownania dla danego materialu mlota dobra¢ mozna parametry geometryczne
mtota.

Podstawiajac dane liczbowe oraz przyjmujac srednicg bijaka D = 0,36 m, otrzyma-
no rownanie

13,3¢> + 1,29¢ — 11,48 = 0,

z ktérego wyznaczono dlugos¢ bijaka ¢ = 0,91 m, taka aby o$ bijaka pokrywata sig¢
z osig przechodzacg przez $rodek uderzenia i aby w tozysku mlota nie powstawaly
podczas uderzen reakcje dynamiczne.
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